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\orwort

Es ist ein wohlbekannter Satz, dal} die Singularitaten einer “ebenen” alge-
braischen Kurve durch eine endliche Folge von elementaren Schritten, soge-
nannten Aufblasungen von Punkten, aufgeldst werden kénnen.

In dieser Arbeit untersuchen wir einen solchen Autdésungsschritt mit Hilfe
einer Invariante. Genauer ordnen wir jedem Punkt einer Kurve ein Element
einer wohlgeordneten Menge zu, das angibt, wie singular dieser ist. Wir
zeigen, daB die Invariante bei Aufblasung eines nicht aufgelésten Punktes
fallt. Induktiv IaBt sich dann obiges Resultat beweisen.

Die fir die De..nition und Analyse der Invariante bendtigten Ergebnisse
Uber formale Potenzreihen werden im ersten Kapitel hergeleitet. Im zweiten
Kapitel de..nieren wir eine Invariante fur eine formale Potenzreihe in zwei
Variablen Uber einem Korper. Das letzte Kapitel beginnt mit Begricen und
Behauptungen Uber Nullstellenmengen von Polynomen in zwei Variablen.
Nach der De..nition der eigentlichen Invariante erklaren wir, was man unter
einem aufgelésten Punkt eines Polynoms versteht. Es folgt die Beschreibung
der Aufblasung eines Punktes in der Ebene. Anschlielend erlautern wir den
Begria der Total- bzw. Strikt-Transformierten eines Polynoms. Im letzten
Abschnitt zeigen wir schlielflich, daB die Invariante bei Aufblasung kleiner
wird.

An dieser Stelle moéchte ich mich bei Prof. Herwig Hauser bedanken, der
durch seine gute Betreuung und vor allem durch die viele Zeit, die er mir
gewidmet hat, viel zum Gelingen der Diplomarbeit beigetragen hat.

Besonders bedanke ich mich auch bei meinen Eltern, die mich in meinem
Studium immer in allen Belangen unterstitzt und Verstandnis gezeigt haben.

Imst, Juli 1999

Georg Regensburger
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Kapitel

Potenzreihenringe

1.1 De..nition und wichtige Eigenschaften

Seien A ein kommutativer Ring mit Einselement und A [z4, ... ,z,| = Alz]
mit z = (x1,...,x,) der Polynomring in n Variablen Uber A. Unter einer
formalen Potenzreihe in n Unbekannten tber A verstehen wir eine unendliche
Folge f = (fo, f1i,--- fx,--.) von Polynomen f, € Fy mit F;, dem Modul
der homogenen Polynome vom Grad & in A[z]. Addition und Multiplikation
zweier Potenzreihen f und g de..nieren wir wie folgt:

f+g:(f0+90>f1+91,--- 7fk+gk7"')>
fg=(hohi,... hy,...)mith = Z figj-
i+j=k

Damit wird die Menge aller formalen Potenzreihen in n Variablen tber A
zu einem kommutativen Ring mit Einselement. Diesen Ring bezeichnen wir
mit A[[z1,...,z,)] = A[[z]] mit x = (z1,...,2,). Mit der kanonischen
Identi..kation ist A = F, C A[[z]] bzw. Alz] C A[[z]].

Sei f eine formale Potenzreihe ungleich Null. Den kleinsten Index ¢ mit
fq # 0 nennen wir die Ordnung von f, kurz ordf, und f, die Initialform.
Weiters setzen wir ordf = oo fur f = 0. Mit dieser De..nition gilt folgendes

Lemma 1.1 Fur f,g € A[[z]] gilt

ord(f + g) > min(ordf, ordg),
ord(fg) > ordf + ordg.

Wenn A ein Integritétsring ist, dann ist auch A[[z]] ein Integritatsring und
es gilt

ord(fg) = ordf + ordg.

1
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Beweis. Ahnlich zum Beweis der analogen Aussagen fiir den Grad eines
Polynoms im Polynomring A[z], nur mull man den héchsten Term ungleich
Null durch die Initialform ersetzen. =

Satz 1.2 Eine Potenzreihe f ist genau dann eine Einheit in A[[z]], wenn f
in A invertierbar ist.

Beweis. Wenn gf = 1, dann ist go fo = 1 und damit f, invertierbar in A. Sei
umgekehrt f, invertierbar, dann kénnen wir induktiv go, g1,... , gr,... mit
g, € Fy konstruieren so, dal3

fogoz ]-7
Jog1 + f190=10,...,
fogr + figk—1+ -+ frgo=0,...

Fur den Induktionsanfang setzen wir go = f,;'. Wenn wir go,g1,... ,9x 1
bereits bestimmt haben, kénnen wir aus der letzten Gleichung g, berechnen
und erhalten

g = —fo {(figr—1+ -+ frg0)-

Mit dem so konstruierten g = (go, g1, - - - , gk, - - - ) Qilt nach der De..nition der
Multiplikation fg=1. =

Fur das néchste Korollar brauchen wir noch folgende Beobachtungen. Die
Potenzreihen mit einer positiven Ordnung bilden nach Lemma 1.1 ein Ideal
m, das von z1, ... ,x, erzeugt wird. Das ldeal m? besteht aus allen Potenz-
reihen f mit ord f > ¢ und wird erzeugt von allen Monomen z7* - - - & mit
(a1, ... ,an)| =01+ -+ a, =q.

Korollar 1.3 Sei k ein Korper. Dann ist k[[z]] ein lokaler Ring mit maxi-
malem ldeal m = (z4,... ,z,).

Beweis. Klar, da mit Satz 1.2 jedes Element von k[[z]] \ m invertierbar ist.
u
Satz 1.4 Wenn A ein noetherscher Ring ist, dann ist auch A[[z]] mit z =

(x1,...,z,) noethersch.

Beweis. Siehe z.B. [17] S. 147. m
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1.2 Die g—adische Topologie

Bevor wir eine Topologie auf dem Ring der formalen Potenzreihen einflhren,
erklaren wir zunéchst die allgemeine Konstruktion der sogenannten q—adi-
schen Topologie auf einem beliebigen Ring.

Ein Ring A, der zugleich ein topologischer Raum ist, heil3t topologischer
Ring, wenn er beziglich der Addition eine topologische Gruppe (d.h. A x
A — A, (a,b) — a — b ist stetig) is und wenn die Multiplikation stetig ist.
In einer topologischen Gruppe ist die Translation (7, : A — A,b+— a + b,
a € A) ein Homoéomorphismus (mit der stetigen Umkehrabbildung 7).
Damit ist eine Topologie auf A durch die Umgebungen der Null eindeutig
bestimmt. (Wenn U eine Umgebung der Null ist, so ist a+ U eine Umgebung
von a). Noch eine weitere

Proposition 1.5 Wenn {0} in A abgeschlossen ist, dann ist A Hausdorasch.

Beweis. Aus der Abgeschlossenheit von {0} folgt mit der Stetigkeit von
Ax A— A (a,b) — a— b, daB die Diagonale ({(a,a) CAx A:a € A})
als Urbild der Null abgeschlossen ist, und damit ist A Hausdorasch. m

Fur einen beliebigen Ring A und ein gegebenes Ideal g C A de..niert
man die g—adische Topologie, die A zu einem topologischen Ring macht,
folgendermafen. Wir betrachten die absteigende Folge

qOZAqug...QqHQ...

von Idealen. Eine Teilmenge U C A ist eine Umgebung von a € A genau
dann, wenn es ein n € Ny gibt mit a+ g C U. Mit dieser De..nition wird,
wie man leicht sieht, A zu einem topologischen Raum und {a + q"},>0 zu
einer Umgebungsbasis von a € A.

Proposition 1.6 Seien A ein Ring, g C A ein Ideal und A mit der g—adi-
schen Topologie versehen. Dann gilt:

(i) A ist ein topologischer Ring.
(i) g™ mit n > 0 ist omen und abgeschlossen.
(iii) A ist genau dann Hausdorasch, wenn (", q" = {0}.

Beweis. zu (i): Nachprufen.
zu (ii): Wenn a € q"™ ist, dann ist a + q" C g™ und damit g oxen.
Andrerseits ist AN{q"} = Ubgqn b+ g™ ozen und daher g abgeschlossen.
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zu (iii): Klar mit der vorherigen Proposition und da in einem Haus-
doraraum jede einelementige Teilmenge abgeschlossen ist. m

Im allgemeinen ist die q—adische Topologie nicht metrisierbar, trotzdem
lant sich der Begria der Cauchyfolge auf einen topologischen Ring (wie im
Fall von topologischen Vektorraumen) verallgemeinern. Man nennt eine Folge
(a;)ien, €ine Cauchyfolge genau dann, wenn es zu jeder Nullumgebung U ein
m € Ng mit ap—a; € U fUr k,1 > m. Ein topologischer Ring heif3t vollstandig
genau dann, wenn jede Cauchyfolge konvergiert.

Sei im folgenden Al[xy, ... ,z,]] = A[[z]] mit der im vorigen Abschnitt
de..nierten Topologie bezuglich des Ideals m = (x4, ... ,xz,) versehen.

Wie oben bemerkt ist f € m? mit f € A[[z]] und ¢ € Ny genau dann,
wenn ord f > ¢ (also ist eine Potenzreihe f in dieser Topologie “nahe” bei
Null, wenn die Ordnung von f grof ist). Da omensichtlich ()2 m? = {0}
gilt, ist A[[x]] Hausdorasch.

Proposition 1.7 A[[z]] ist vollstandig.

Beweis. Sei (f);cn, eine Cauchyfolge in A[[z]]. Zu jedem ¢ € N; gibt es
dann ein minimales m(q) mit ord(f* — f7) > ¢ fur i,j > m(q), d.h. die
Potenzreihen stimmen bis zur Ordnung ¢ Uberein. Mit

f=0 Y
gilt dann ord(f — f%) > ¢ fur i > m(q) und damit lim f*= f. m

Aus der Stetigkeit der Addition bzw. Multiplikation folgt lim(f? + ¢°) =
lim f? + lim ¢* bzw. lim f‘g* = lim f?lim ¢°.

Wenn (f%);en, €ine Nullfolge ist, dann ist die Folge der Partialsummen
ht = >, _, f* eine Cauchyfolge und somit konvergent. Wir de..nieren wie
immer > >°  f* =lim h*. Es gelten dann die tblichen Rechenregeln:

SFEY g =D (f+4), (1.1)
=0 =0 =0

DIy gt =D Wmith'= ) Py
i=0  i=0 i=0 k=i
92 =2 of
i=0 =0

Mit dieser De..nition konnen wir jede formale Potenzreihe
f=(fo,f1,---, fr,...) als unendliche Reihe f =3 "°°/ f; schreiben. Manch-
mal notieren wir auch genauer
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f=flz,...,z5) :anaro‘:anxf‘l---xf;"

o [e%
mitc, € A, a = (ay,... ,a,) € Ny,
r=(x1,...,2,) Und 2% = 2{* - - - 20",

Wenn ¢, # 0, so nennen wir c,z* einen Term der Potenzreihe f.

Da wir jede Potenzreihe als Limes von Polynomen schreiben kénnen, ist
Alz] eine dichte Teilemenge von A[[z]]. Dichte Teilmengen, die gleichzeitig
ein Unterring von A[[z]] sind, charakterisiert folgendes

Lemma 1.8 Sei S ein Unterring von A[[z]]. S ist genau dann dicht in
Al[z]], wenn es flr jedes homogene Polynom g € A[z] mindestens ein f € S
gibt so, dal} ¢ die Initialform von f ist.

Beweis. Sei also S dicht in A[[z]] und g € A[z] ein homogenes Polynom vom
Grad k. Weil S dicht ist, gibt es ein f € S mit ord(f —g) > k. Daraus folgt,
dal ¢ die Initialform von f ist. (FUr diese Implikation brauchen wir nicht,
daB S ein Unterring ist.)

Sei umgekehrt h € A[[z]]. Wir konstruieren induktiv eine Folge (h");cn,
in S mit ord(h* — h) > 4. Setze h® = 0. Seien A% Al ... A*! bereits
konstruiert. Wenn ord(h*~! — h) > 4, dann setzen wir h* = k=1, sonst haben
wir ord(hi™! — h) = i — 1. Sei g die Initialform von h — A~ und f € S
mit Initialform g. Setze h* = h*~! + f (hier brauchen wir, daR S additiv
abgeschlossen ist), dann ist ord(h — h) = ord(h*™* + f —h) >i. =

1.3 Substitutionshomomorphismen

Seien A, A" kommutative Ringe mit Einselement, ¢ : A — A’ ein Ring-

homomorphismus und ay, ... ,a, € A. Fur den Polynomring A[zq,... ,x,]
gibt es dann einen eindeutigen Substitutionshomomorphismus ¢ mit ¢ | 4= ¢
und @(z;) = a; fir i = 1,... ,n (“man setzt a; fur z; ein”). Fur den Ring

der formalen Potenzreihen mull man beim “Einsetzen” Vorsicht walten las-
sen, denn im allgemeinen haben wir keinen geeigneten Konvergenzbegria zur
Verfligung. Mit der zuvor de..nierten Topologie kdnnen wir aber sagen, wann
Potenzreihen in Potenzreihen eingesetzt konvergieren.

Seien dazu f = > 2, fi € Allyr,.-.,um)] = Ally]] und ©1,... 0, €
Allzy,... ,z,]] = Al[z]] Potenzreinen mit ord¢; > 1 fur alle j. Jedes f; ist
ein homogenes Polynom vom Grad i oder 0. Damit ist f; = fi(o1,... , om)
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eine Potenzreihe in A[[z]] mit ord f; > 4 (nach Lemma 1.1), d.h. (f;)ien, ist
eine Nullfolge. Somit ist

f(gplv"' 790771) :Zfz((zpla 790771) :Zfz
=0 1=0

eine wohlde..nierte Potenzreihe, die, wie man sagt, aus Substitution von y;
durch ¢; entsteht. Durch die Zuordnung

F=Fs e ym) — fler, o om)
ist eine Abbildung ¢ : A[[y]] — Al[z]] de..niert. Mit (1.1) sieht man, dal} ¢

ein A—Algebrahomomorphismus ist. Man nennt ¢ den zu @ = (¢1,... ,¢m)
gehdrigen Substitutionshomomorphismus (oder Einsetzungshomomorphismus).
Das Bild von ¢ ist ein Unterring von Al[x]], den wir mit A[[p1,. .., ©m]]

bezeichnen. Nach De..nition von ¢ ist

QO(QJ)ZQDJ furj:l? >mund So(f(yb 7ym)):f(§017 780m)

Wenn ¢; = 0 fur alle j, dann ist ¢(f) = f(0,...,0) = fo, der konstante
Term von f (d.h. wir kdnnen ¢ als einen Homomorphismus ¢ : Al[y]] — A
interpretieren). Aus ord(f) > ¢ folgt ord(f(e1,... ,0m)) > ¢, damit ist ¢
stetig. O=zensichtlich ist die Komposition zweier Substitutionshomomorphis-
men wieder ein solcher.

Satz 1.9 Wenn 1 : A[[y]] — A[[z]] ein stetiger A—Algebrahomomorphismus
ist, dann ist ord(¢)(y;)) > 1 und ¢ der zu (¢Y(v1), ... ,%¥(ym)) gehdrige Sub-
stitutionshomomorphismus.

Beweis. Aus der Stetigkeit von ¢ folgt ord(¢(y;)) > 1. Sei ¢ der zu
(W(y1),- .. ,¥(ym)) gehdrige Substitutionshomomorphismus. Dann stimmen
¢ und ¢ auf A[y| Uberein. Da beide Abbildungen stetig sind, auf einer dich-
ten Teilmenge Ubereinstimmen und A[[z]] Hausdorasch ist, sind sie gleich.
|

Wir kdnnen also einen stetige A—Algebrahomomorphismus ¢ : A[[y]] —
Al[x]] mit dem zu

@ =(p1,- s pm) € M)A[[z]]™ mit p; = p(y;) furj =1,...,m

gehorigen Substitutionshomomorphismus identi..zieren. Wenn wir in Zu-
kunft schreiben “sei ¢ : A[[y]] — A[[z]] der zu ¢ = (¢1, ..., m) gehorige
Substitutionshomomorphismus”, dann nehmen wir stillschweigend ord ¢; >
1farj=1,...,nan.
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1.4 Partielle Ableitung

Im folgenden werden wir erlautern, wie man die (formale) partielle Ableitung
von Polynomen auf formale Potenzreihen erweitert. Sei dazu f =3 .2, f; €
Al[x]]. Wir de..nieren

of - .

3, —ajf—;;éjf,- furj=1,...,n

wobei 0; f; die Ubliche partielle Ableitung von Polynomen ist. Die Abbildung
0; : Al[z]] — Al[z]], f —— 0;f ist A—linear. Aus ord(0;f) > ord f — 1 folgt
die Stetigkeit von 0;. Man beachte, dal} im allgemeinen fr ein homogenes
Polynom g vom Grad n > 1 aus g # 0 nicht 9;g # 0 folgt. Z.B. ist 9,27 =

nx?‘l = (0, wenn die Charakteristik von A n teilt.

Proposition 1.10 (Produktregel) Fur 0; gilt die Produktregel, d.h.
8](fg) = fa]g + gﬁjf fur f,g € A[[l‘l, . ,.fL'nH,j = 1, o

Beweis. Die Abbildungen (f,g) — 9;(fg) und (f,g9) — f0;g + ¢0;f
stimmen auf A[x] Uberein (die Produktregel gilt fur Polynome), damit sind
sie auf ganz A[[z]] gleich. m

Durch Induktion tber « folgt aus der Produktregel

O, f*=af*o;ffurj=1,... ,nund a € N. 1.2
Proposition 1.11 (Kettenregel) Sei ¢ : A[ly]] — Al[z]] der zu ¢ =
(p1,-..,pm) gehorigen Substitutionshomomorphismus. Dann gilt fir jedes
/e Allyll

0 0 i 890k .
— = — f =1,...,n.
o, P = gy (or o) Z@(ayk) o, Tri=1....n

=1

Beweis. Sei zunachst f = cyi ---y%™ mit ¢ € A. Dann gilt mit der Pro-
duktregel und (1.2)

8 a a1 Qm
a—xj (f)*670901 T Pm =

J

- a Qg ayg 89076 (e} o = 89076
= et ot et B, FH O = Zw <8yk> 5
k=1 J
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also die Kettenregel fir Monome und damit auch fur Polynome. Wieder folgt
aus der Dichtheit von A[y| in A[[y]] die Kettenregel fur alle f € A[[y]]. =

Sei f =) car® € Allz]]. Da 0,0; = 0;0; fur alle i, € {1,...,n},
kénnen wir hohere partielle Ableitungen durch Iteration de..nieren. Es gilt
wie fur Polynome die Taylorformel, d.h.:

fur alle a = (o, ... ,a,) € N{.

Fur die spatere Charakterisierung der Isomorphismen unter den Ein-
setzungshomomorphismen bendétigen wir die folgende *“algebraische Version”
des Direrentials. Sei dazu ¢ : A[[y]] — A[[z]] der zu ¢ = (1, ..., ©m) Qe-
horige Substitutionshomomorphismus. Seien weiters m, = (yi,...,y,) und
m, = (z1,...,7,). Da p(m,) € m, und (m?) € m?2, induziert v einen
A—linearen Homomorphismus

dp : my/m’ — mg /m?.

Die Restklassen 3;, j = 1,...,m, bzw. 7}, k = 1,... ,n, bilden ei-

ne A—Basis von m,/m> bzw. m,/m>. Wir kénnen also m,/m> mit M, =

™1 Ay; und m,/m? mit Ny = @©f_ Az, identi.zieren. Damit ist dy
M; — Ny, und es gilt

"~ dp; .
dip(y;) =) —af,i (0)ay fUrj=1,... ,m.
k=1

Die zu dy gehorige (n x m)—Matrix bezuglich der Basen y = (y1,... ,Ym)

und x = (z1,...,z,) ist also
%21(0))"
al‘k '

Mit der Kettenregel sieht man, daR flr die Komposition v o ¢ zweier Substi-
tionshomomorphismen d(v¢ o ¢) = di o dy gilt.

Wenn [ : M; — N; eine beliebige A—lineare Abbildung ist, de..nie-
ren wir den zu [ gehdrigen linearen Substitutionshomomorphismus ¢; durch,

oi(y;) = h(y;), j=1,...,m. Fur ¢ gilt dgp; = L.

1.5 Der Weierstral3sche Vorbereitungssatz

Um die zwei nachsten Satze formulieren zu kénnen, bendtigen wir die folgende
De..nition. Seien k ein Korper und ¢ € R mit R = kl[xy,... ,x,,y]] =
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k[[z,y]]. Bezeichne ¢(0,y) das Bild des Substitutionshomomorphismus, der
x;auf O fur ¢ =1,... ,n und y auf y abbildet. Eine Potenzreihe g € R heil3t
y—allgemein (auch y—regulér) der Ordnung m € Ny, wenn ¢(0,y) € k[[y]]
eine Potenzreihe der Ordnung m ist, d.h.

o0

9(0,y) = Z coy® mit ¢, # 0.

a=m

Wir kommen zunéchst zu einer Verallgemeinerung der Division mit Rest
im Polynomring in einer Unbekannten Uber einem Korper fir “geeignete”
formale Potenzreihen.

Satz 1.12 (Divisionssatz) Seien k ein Korper, g € R, R = k[[z,y]], und
g y—allgemein der Ordnung m. Dann gibt es zu jedem f € R eindeutig
bestimmte ¢ € R und r € R'[y|, R’ = k[[z]], mit gradr < m so, dal

f=ag+r.
Beweis. Siehe z.B. [21] S. 241. =
Satz 1.13 (Weierstral3scher Vorbereitungssatz) Seien k ein Korper, g €

R, R = k[[z,y]], und g y—allgemein der Ordnung m. Dann gibt es eine ein-
deutig bestimmte Einheit v € R und ein Weierstraf3polynom

P=yY"+ oyt 4 € R'y] mit R = k[[]],
so, dafd
ug = p.

Die Koe€zienten ¢; von p sind eindeutig bestimmt. Es gilt orde¢; > 1 fur
i=0,...,m—1.

Beweis. Nach dem Divisionssatz gibt es eindeutig bestimmte ¢ € R und
r € R'[y] mit gradr < m und

y" =qg -+

Wenn wir jetzt in dieser Gleichung x; = 0 fir i = 1,... ,n setzen, erhalten
wir

ym :q/g/_i_/r/.
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Da ¢ = ¢(0,y) = y™u mit ' invertierbar in k[[y]] und gradr’ < m, folgt
r"=0und 1 = ¢/, d.h. ¢ invertierbar. Damit ist auch ¢ invertierbar. Mit
p=y"—r und u = g gilt dann

Weiters ist orde; > 1 furi = 0,...,m — 1, da r(0,y) = = 0. Die
Eindeutigkeit folgt aus dem Divisionssatz. =

Proposition 1.14 Der kanonische Ringhomorphismus
©: R(yl/pR'[y] — R/pR = R/gR, f +pRy| — [ +pR,
ist ein Isomorphismus.

Beweis. Die Abbildung @ ist wohlde..niert und pR = gR. Sei f € R/pR.
Nach dem Divisionssatz gibt es eindeutige ¢ € Rund r € R'[y] mit f = gp+r.
Dannist ®(7) =7 =gp + r = f und damit ist ® surjektiv. Sei nun f € R'[y]

mit ®(f) = f =0in R/pR, d.h.
f=qp+0mitq e R.

Da p als Polynom in y einen invertierbaren Leitkoe®zienten (némlich 1) in
R’ hat, kdnnen wir (Polynomdivision!)

f=dq¢p+rmitq € R[y] und gradr <m
schreiben. Aus der Eindeutigkeit im Divisionssatz folgt » = 0 und ¢’ = ¢
€ R'[y], also f =0 in R'/pR'. Damit ist ® injektiv. m
1.6 Stetige Isomorphismen

In diesem Abschnitt werden wir die Isomorphismen unter den Einsetzungs-
homomorphismen charakterisieren.

Lemma 1.15 Sei ¢ : A[[z]] — A[[z]] der zu ¢ = (¢1,... ,9n) gehOrige
Substitutionshomomorphismus mit dy =Id (d.h. die Initialform von ¢, ist
xzj fur 5 =1,... ,n). Dann ist ¢ ein Automorphismus.

Beweis. Sei f € A[[z]] ungleich Null. Da ¢; die Initialform z; fur alle j =
1,...,n besitzt, haben o(f) = f(p1,...,,) und f die gleiche Initialform.
Also ist der Kern von ¢ Null und ¢ injektiv. Weiters erkennt man damit
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und mit Lemma 1.8, daB A[[e1, . .. , ¢,]] dicht in A[[z]] ist. Wir zeigen noch,
dal A[[¢1, ... ,¢n]] abgeschlossen ist, daraus folgt die Behauptung. Sei dazu
(o(f9))ien, eine konvergente Folge in  Al[p1, ..., p,)] mit f© € A[[z]] und
lim o(f?) = g. Da die Ordnungen von o(f%) — o(f7) und f*— f7 gleich sind,
ist (f%);en, eine Cauchyfolge in A[[z]]. Sei f = lim f;. Dann folgt aus der
Stetigkeit von o g = o(f) = f(p1,--. ,n), &S0 g € Al[p1,... ,¢n]]. B

Sei ¢ wie im Lemma. Wir kénnen den zu ¢ inversen Substitutionshomo-
morphismus auch induktiv konstruieren. Dazu zunéachst folgendes

Lemma 1.16 Seien f,¢;,¢; € Al[z]], j = 1,...,n, mit ordy; > 1 und
orde; > 1. Sei ¢ der zu ¢ = (41, ... ,¥,) gehdrige Substitutionshomomor-
phismus. Dann gilt

flor+ 91,y on+1n) = flo1,--- ,0n) +

+ > 0@ )i+ h = () + D00, +h
j=1 j=1

mit ord h > 2¢ (d.h. h € m??), wenn orde; > g fir j=1,... ,n.

Beweis. Wir betrachten die stetige Abbildung

n

Freflor+n. . on+vn) —o(f)+ > (05

J=1

von A[[z]]in sich selbst. Es genuigt zu zeigen, daf das Bild von A[z] in m*
liegt, wenn ¢; € m? fur j = 1,... ,n. Da Alz] in A[[z]] dicht und m?
abgeschlossen sind, folgt damit die Behauptung. Sei dazu zunachst f = .
Dann ist

f(901+¢1,-~- a@n"i_qpn):(901+¢1)a1"'(90n+¢n)an:

aj—1 a;j—1 aji1

=@M o™ Y e g T G oy
=1

A 01001 Qp,),0n—] ite, — .

+ g cie1* ] e Py mit ¢ = ¢y, € A
0<ji<a
31>2

Also gilt die Behauptung fir Monome und damit fir A[z]. m

Sei ¢ wieder wie in Lemma 1.15. Wir suchen einen Substitutionshomo-
morphismus 3 mit oy =Id. Dazu schreiben wir ¢; = x;+h; mitord h; > 2
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fur 7 =1,... ,n. Wir méchten g; mit ord g; > 2, mit ¢; = x; + g, ..nden so,
daf

z; = (o @)(z;) = (x; + hy) = x; + g; + ¢¥(hy)
=xz;+g;+hj(x1+g1,..., 7.+ go) fur alle j.

Seien g = (g1,--- ,9n), h = (h1,... ,hy) und = = (x4,... ,x,), dann lautet
die obige Gleichung

r=x+g+h(z+g) mit h(z+g) = (h(z+g),... ,h(z+g)).

Anders ausgedrickt mul} also ¢ ein Fixpunkt der nach Lemma 1.16 stetigen
Abbildung

F: (m*)A[[2]]" — (m*)A[[z]]", g — —h(z + g)
sein. Wir de..nieren rekursiv die Folge (¢%);cn, C (m?)A[[z]]™ durch
¢ =0und ¢! = F(¢") = —h(z + ¢").
Proposition 1.17 Es gilt: ¢"*' — ¢* € (m*™2) A[[z]]" fur alle i € No.

Beweis. Induktion Uber i. Fir i =0 ist g' — ¢° = —h(z) € (m?)A[[z]]". Sei
i > 1. Dann gilt mit Lemma 1.16 und der Induktionsvoraussetzung fur alle
J

g§+1 - g; = —h](l' + gl) + hJ(ZL‘ + gi_l =

=—hilz+g "+ (@ —9¢ ")) +hlz+g") =

=Y (Okhy)(@+ g ") (gh — gi7") + by € m*
k=1

Damit ist die Folge (g%);en, konvergent. Mit g = lim ¢* gilt dann
—h(z +g) = F(g) = F(limg") = lim F(¢') = limg'"" = g.

Satz 1.18 Sei ¢ : A[ly]] — A[[z]] ein Substitutionshomomorphismus. Dann
ist ¢ genau dann ein Isomorphismus, wenn dy ein Isomorphismus ist.
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Beweis. Wenn ¢ ein Isomorphismus ist, dann ist Id= d(p o ¢™') = dp o
de~t und Id=d(p ' o ) = dp~! o dp, also ist auch dy ein Isomorphismus.
Sei umgekehrt [ = dy ein Isomorphismus. Dann ist ¢; (der zu [ gehorige
lineare Substitutionshomomorphismus) ein Isomorphismus (mit ¢, ' = ¢;-1).
Mit o = ;-1 o ¢ geniigt es also zu zeigen, dal ¢ : A[[y]] — Al[y]] ein
Isomorphismus ist. Da aber dp = d(p;-1 o p) =Id, folgt mit Lemma 1.15 die
Behauptung. =

Zum SchluR dieses Abschnittes beweisen wir noch einen Satz Uber Auto-
morphismen, den wir im folgenden bendtigen.

Satz 1.19 Seien k ein Korper und f € k[[z]] ungleich 0. Dann gibt es einen
Substitutionsautomorphismus ¢ : k[[z]] — k[[z]] mit

o= (z1+a)t, ... Ty Fan ),
m; >1firi=1,... ,n—1so, dal ¢(f) z,—allgemein ist.

Wenn k unendlich ist, dann gibt es einen linearen Substitutionsautomor-
phismus ¢ mit

SE - (.131 + A1Tn,y - , Tp-1 + An—1Tn, xn)a

a; € kfuri=1,... ,n—1 so, daB ¢(f) z,—allgemein der Ordnung ord f
ist.

Beweis. Zunéachst der Fall fir £ unendlich. Seien ¢ ein linearer Substituti-
onsautomorphismus wie oben f € k[[z]] und

o0
F=Y fi=> cortt ol mitc, € A, a €Ny
=0

07

Dann ist
(P(f)(oﬂ 'rn) = Zl‘;fi(ah vy Qp—1, ]-)
1=0

Da f, mit ¢ = ord f ein homogenes Polynom vom Grad ¢ ungleich Null und
k unendlich sind, gibtes a; € k, i =1,... ,n—1 mit f,(a1,... ,an-1,1) # 0.
Fur diese a; ist dann ¢(f) z,,—allgemein der Ordnung g.

Sei nun £ beliebig. Mit >,., bezeichnen wir die lexikographische Ordnung
auf N mit oy > --- > a,. Sei § = min,, {a € Nj : ¢, # 0}. Wir wéhlen
nun m; € Ny so, daf3

n—1

mz>ﬁn—l— Z ﬁjmj furz:n—l,,l
Jj=i+1
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Setze g = B, + Y_7—) Bym;.

n—1
Dann ist 5 >, « fur alle o € Nj mit «,, + Zajmj =q. (1.3)
j=1

Fur die so gewahlten m; und das zugehorige ¢ wie im Satz ist dann

0 xn § Cal Ollmlu Oln 1Mn—1 an #0

da sich der Term cgafi™t . .. ghn-1mn-136n — cg29 =£ () nach Wahl von 3 und
(1.3) nicht wegheben kann.

Zu (1.3): Indirekt. Seien @ >, 4 und k so, daB «; = 3; fur i < k£ und
oy, > B. Dann ist

n—1 n—1
0: E ajmj+an— E ﬁjmj—ﬁn:
j=1 j=1
n—1

n—1
(ak_ﬁk mg + Z Bj m]+an 6n2mk_ Z 6]m3 6n>0

j=k+1 j=k+1

Widerspruch. =

1.7 Potenzreihenringe Uber k sind faktoriell
Satz 1.20 Sei k ein Korper. Dann ist k[[z1, ... ,x,]| faktoriell.

Beweis. Induktion Gber n. Der Fall n = 1 ist trivial, da wir jede Potenzreihe

f € k[[x]] schreiben kénnen als f = 2"/ u mit u invertierbar.
Seien also f € k[[z]] = R, f nicht invertierbar, und k[[x1,... ,z,1]] = R

faktoriell. Nach dem Satz 1.19 gibt es einen Automorphismus ¢ so, daf
©o(f) z,—allgemein ist. Es genugt also zu zeigen, dal’ ¢(f) ein Produkt von
Primelementen ist. Da ¢(f) nach dem Weierstraschen Vorbereitungssatz
assoziiert zu einem Weierstrapolynom ist, kénnen wir 0.B.d.A. annehmen,
dal3

f=al+cmn 12l + -+ € Rz,

mit m > 1 und ord¢; > 1 fir ¢ = 0,... ,m — 1. Der Polynomring R'[x,] in
x,, ISt nach einem Satz von GauB faktoriell, da R’ faktoriell ist. Also ist

f =p1---pe Mit p; prim in R'[z,,].
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Die p; kdnnen wir 0.B.d.A. normiert annehmen, da f normiert ist.

Wir zeigen noch, daB diese p; prim in R sind. Wenn wir in der obigen
Gleichung z; = 0 fur j = 1,... ,n — 1 und z,, = =z, einsetzen, erhalten
wir f' = 2" = p}---p,. Damit sind auch die p; Weierstrapolynome. Mit
Proposition 1.14 folgt dann, dal R'[z,]/p;R[x,] = R/p;R. Also sind die p;,
i=1,...,k, auch Primelemente in R. m

1.8 Ideale im Polynom- und Potenzreihenring

Seien k ein Korper und k[z| = k[x4, ... , x,] der Polynomring in n Variablen.
Sei a C k[z] ein Ideal. Bezeichne @ das von a erzeugte Ideal im Potenzreihen-
ring k[[x]] (die Erweiterung von a). Dabei fassen wir k[x] als Unterring von
E[[x]] auf. Wir untersuchen in diesem Abschnitt, welche Beziehung zwischen
dem Ideal @ und dessen Kontraktion (dem Zusammenziehen), also a N k[z],
besteht. Mit den Ergebnissen 1ai3t sich leicht herleiten, wann ein Polynom
ein anderes Polynom im Potenzreihenring teilt. Weiters beweisen wir noch,
dafl} zwei teilerfremde Polynome auch als Potenzreihen teilerfremd sind. Da
wir dazu vom Polynomring zunachst zur Lokalisierung des Polynomrings im
(maximalen) Ideal m = (z4,...,z,) Ubergehen, beginnen wir mit einigen
Tatsachen uber die Quotientenringbildung.

Seien A ein kommutativer Ring und S C A eine multiplikative Menge
(d.h. 1 € Sund aus s,t € S folgt st € S). Bezeichne S~ A den Quotienten-
ring von A nach S. Sei f die Abbildung

a

f:A— StA, a7

(f ist genau dann injektiv, wenn S aus lauter Nichtnullteilern besteht.) Sei
a C A ein Ideal. Dann ist das von f(a) erzeugte Ideal in S~'A die Menge

{2 mita € aund s € S}
S

(auf gemeinsamen Nenner bringen). Wir bezeichnen dieses Ideal mit S—'a.

Proposition 1.21 Seien a,b C A lIdeale und p C A ein Primideal. Dann
gilt:

() Wenn an S # 0, dann ist S~'a = S~1A.
(i) S'(anb)=S"1an S 1.
(iii) Wenn p NS =0, dann ist S~'p ein Primideal von S~1A.
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Beweis. zu (i): Sei a € SNa. Dann ist a/1 € S~'a invertierbar. Also folgt
die Behauptung.
zu (ii): Seia/s=0b/t e STtan S~ mita € a,be bund s,t € S. Dann
gibt es ein v € S mit u(ta — sb) = 0. Damit sind ¢ = uta = usb € a N b und
a/s = c/stu € S~'(anb). Die umgekehrte Inklusion ist ozensichtlich.
zu (iii): Sei
gé — B € Silp
st U
mit p € p. Dann gibt es ein v € S mit vuab = vstp € p. Da nach Vor-
aussetzung v,u ¢ p sind, folgt a € p oder b € p. Also ist a/s € S~'p oder
b/te S7lp. m

Proposition 1.22 Sei q C A ein Primarideal (d.h. aus ab € q und a € q
folgt b™ € q fur ein n € N) Dann gilt:

(i) Wenn Snq#0, dannist f~1(S1q) = A.

(i) Wenn SNngq =0, dann ist f~1(S71q) = q.

Beweis. zu (i): Klar.
zu (ii): Sei a € f71(S1q), also a/1 = q/s mit ¢ € q. Dann gibt es ein
t €S mit

tsa =tq € q.

Angenommen a ¢ q. Dann ist aber v = t"s" € q fureinn € Nund v € S.
Widerspruch. =

Proposition 1.23 Seien A ein faktorieller Ring und S C A\ {0}. Seien
a,b e Aund p € A prim. Dann gilt:

(i) a/1 € S~1A ist genau dann invertierbar, wenn (a) NS # 0.
(i) Wenn (p)n S =0, dann ist p/1 € S~*A prim.
(iii) S~1A ist ein faktorieller Ring.

(iv) Wenn a und b teilerfremd in A und keine Einheiten in S~ A sind, dann
sind sie auch teilerfremd in S—1A.
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Beweis. zu (i): Sei b/s € S™'A mit (b/s)(a/1) = 1/1. Dann ist ba = s, und
damit ist (a) NS # (). Sei umgekehrt (a) NS # (). Dann gibteseinb € A
und ein s € S so, daB ba = s. Damit ist (b/s)(a/1) = 1/1.

zu (ii): Wenn (p) N S = 0, dann ist nach Proposition 1.21 (iii) S~1(p) =
(p/1) ein Primideal von S—'A. Also ist p/1 prim.

zu (iii): Orensichtlich ist S—' A wieder ein Integritatsbereich. Seien a/s €
S1Aund a = up? - - -pbr eine Primfaktorzerlegung von a in A (d.h. die p;’s
sind prim und paarweise nicht-assoziiert, und « ist eine Einheit). Dann ist
nach (i) und (ii)

b;
a ’ D; .
- = —— mit ZﬂS:
—=u'[[. 5 mit () 0

eine Primfaktorzerlegung von a/s in S~ A.
zu (iv): Klar mit der vorherigen Gleichung. =

Sei im folgenden S = k[z] \ m (S ist multiplikativ) mit m = (z1,... ,z,).
Bezeichne k[x], = S 'k[z] die Lokalisierung von k[z] in m. Dann ist k[z],
ein lokaler, noetherscher Ring mit maximalen Ideal S—'m, das wir wieder mit
m bezeichnen. Da k[z] ein Integritatsbereich ist, ist die obige Abbildung f
injektiv und damit k[x] C k[z],. Die Elemente von S haben Ordnung Null
und sind deshalb als Potenzreihen nach Satz 1.2 invertierbar. Wir kénnen
daher den Ring k[z], in den Potenzreihenring k|[[x]] durch die wohlde..nierte
und injektive Abbildung

einbetten. Also haben wir folgende Inklusion von Ringen
klx] C k[z]n C k[[x]].

Der Potenzreihenring k[[z]] ist nach Korollar 1.3 und Satz 1.4 ein lokaler,
noetherscher Ring. Nach Satz 1.20 ist k[[z]] auRerdem ein faktorieller Ring.

Sei ¢ C k[z], ein Ideal, und bezeichne ¢ die Erweiterung des Ideals ¢ in
k[[z]]. Fur das maximale Ideal m C k[x], ist m das maximale Ideal von
E[[x]]. Weiters gilt

" N k2] = m™ fiir n € N.

Der nachste Satz gibt Auskunft Uber die Beziehungen zwischen beliebigen
Idealen von k[z],, und k[[x]]. Fur den Beweis brauchen wir folgende Behaup-
tungen.
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Proposition 1.24 (Lemma von Nakayama) Seien A ein kommutativer
Ring und a C A ein ldeal so, daR jedes Element von 1 + a invertierbar ist.
Sei M ein endlicher A—Modul mit aM = M (aM bezeichnet den von allen
am mit a € a und m € M erzeugten Untermodul von A). Dann ist M = 0.

Beweis. Sei mq,...,m, ein Erzeugendensystem von M mit minimalem n.
Angenommen M # 0, dannistn > 1. DaaM = M ist, gibtesay,... ,a, €a
mit m; = aymy + - - - + a,m,,. Also ist

(1 —ay)my = agma + -+ + ap,my,.

Nach Voraussetzung ist aber 1 — a; invertierbar. Fur n = 1 folgt daraus
my = 0, also M = 0. Wenn n > 2 ist, dann ist damit bereits ms, ... ,m, ein
Erzeugendensystem von M, also ein Widerspruch zur Minimalitat von n. =

Proposition 1.25 Seien A ein noetherscher Ring, a C A ein Ideal so, dal’
jedes Element von 1+ a invertierbar ist. Dann ist (., (b+a") = b fir jedes
Ideal b C A.

Beweis. Sei p : A — A/b die kanonische Abbildung. Wenn wir nun das
Lemma von Nakayama auf den endlichen (da A noethersch ist) A—Modul
M =,-0p(a™) anwenden, folgt M = 0. Damit ist

b=p"(0)=p ([ p@)=()p 'pla") =) b+a"

n>0 n>0 n>0

Proposition 1.26 Sei A ein lokaler Ring mit maximalem lIdeal m. Dann
ist jedes Element von A\ m eine Einheit. Inshesondere ist jedes Element von
1 4+ m invertierbar.

Beweis. Angenommen es gibt ein a € A\ m, das nicht invertierbar ist. Dann
ist a nach dem Lemma von Zorn in einem maximalen ldeal enthalten. Da A
nur das maximale Ideal m besitzt, folgt a € m. Widerspruch. Sei m € m.
Dannist1+m & A\ m, sonstware 1 € m. m

Satz 1.27 Seien ¢ C k[z], ldeale. Dann ist ¢N k[z], = c.
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Beweis. Es geniigt die Inklusion ¢ N &[z], C ¢ zu zeigen. Sei ¢ = (c1,... ,¢m)
ein Erzeugendensystem von ¢. Sei ¢ € ¢ N k[z],. Dannist ¢ = > ¢;y; mit
vi € k[[x]]. Sei n € N. Wir kénnen ~; schreiben als

v = d; + 6 mit d; € k[z] C k[x], und §; € m™.
Mit d = > ¢;d; € cist dann
c—dem"Nk[z], =m"
Also ist

ce ﬂ(c+m"):c,

n>0

wobei das letzte Gleichheitszeichen aus den zwei vorherigen Propositionen
folgt. m

Korollar 1.28 Seien ¢,d € k[z],,. Aus ¢ | d in k[[z]] folgt ¢ | d in k[z],.

Beweis. Aus ¢ | d in k[[z]] folgt mit dem vorherigen Satz

—

d € (c) Nk[z]m = (c).
Also ¢ | din k[z],. =

Sei a C k[z] ein Ideal. Dann ist

—

S—1la =a.
Proposition 1.29 Seien f € k[z] und f = cf% --- f> eine Primfaktorzer-
legung von f. Dann ist (f) Nk[z] = (h) mit h =[], 7 mit f; € m.

Beweis. Jedes Ideal (fi”i) ist ein Primarideal. Die folgende Proposition zeigt,
daf

(f) NN () =(f).
Dann ist mit Satz 1.27

—~

() N kla] = (S71(F) O Klalw) 0 kl2] = S7(f) N KLz,
Mit Proposition 1.21 (ii) und Proposition 1.22 folgt weiter
STHH Nk[x] = STH(A) N -0 () N kla]
= (57U Nkl N0 (STHY) N k) = ().
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Proposition 1.30 Sei A ein faktorieller Ring. Seien a4,...,a, € A und
v =kgV(ay,...,a,). Dann ist

(a)N---N(a,) = (v).
Beweis. Wir zeigen, dal’ fur a,b € A und v = kgV(a, b)
(@) N (b) = (v)

gilt. Die Behauptung folgt dann durch Induktion Gber r. Da v ein Vielfaches
von a und b ist, folgt (a) N (b) D (v). Sei umgekehrt ¢ € (a) N (b). Dann ist
c ein gemeinsames Vielfaches von a und b und damit, nach De..nition von v,
auch ein Vielfaches von v. Also ist (a) N (b) C (v). =

Wenn man jetzt die Existenz einer Primérzerlegung eines Ideals a C kx]
(d.h. a l&Rt sich als Durchschnitt endlich vieler Primarideale schreiben) be-
nutzt, kann man analog zu Proposition 1.29 herleiten, wie die Kontraktion
eines beliebigen Ideals aussieht.

Proposition 1.31 Seien f,g € k[z] und f = cf" ... f* eine Primfaktor-
zerlegung von f. Sei h =[], fr mit f; € m und gelte f | g in k[[z]]. Dann
h|gin k[z].

Beweis. Aus f | g in k[[x]] folgt mit Proposition 1.29

g € (f) Nklz] = ().
Also h | g ink[z]. =

Satz 1.32 Seien ¢, d € k[z]n. Wenn c und d teilerfremd in k[x],, sind, dann
sind sie auch teilerfremd in £[[z]].

Beweis. Angenommen ¢ und d sind nicht teilerfremd in k[[z]]. Sei a ein
groBter gemeinsamer Teiler von ¢ und d in k[[z]] (a ist nach Annahme ein
echter Teiler von ¢ bzw. d). Dann kénnen wir ¢ und d schreiben als ¢ = avy
und d = ad mit v,6 € k[[z]] teilerfremd. Also ist c6 —dy = 0. Fir n € N
zerlegen wir yund ¢ iny = s, + o0, und 6 = t, + 7, mit s,,,t,, € k[z] C k[z]|n
und o, 7, € m™. Dann ist

o —

cty, —dsy, € (¢, d)m™ N k[z]m = (¢, d)m",



KAPITEL 1. POTENZREIHENRINGE 21

wobei das letzte Gleichheitszeichen mit Satz 1.27 folgt. Daher gibtes u,,, v, €
m”" so, dal§ ¢t,, — ds,, = cv,, + du,,. Also ist

c(ty, — vy) = d(sp + up),
und damit (kurzen)
V(tn — vn) = 6(Sp + up).

Da v und ¢ teilerfremd in k[[z]] sind, ist (s, + u,) durch ~ in k[[z]] teilbar,
d.h.

(Sn + up) = Ay mit A € k[[z]].

Sei n = ordy + 1. Dann ist ord(s, + u,) = ord~y (weil v = s, + o, und
u, € m™). Also ist ord A = 0, d.h. X ist invertierbar. Daher (s,, + u,) | v in
k[[x]]. Da ~ ein Teiler von c in k[[x]] ist, folgt daraus mit Korollar 1.28, daf
(Sn + up) | cin k[z]y, d.h.

c=e(sp+uy,) mMit e € k[z]y.

Aber ¢(t, —v,) = d(s, + uy), und deshalb ist (kirzen) e(t, — v,) = d. Weil
c und d teilerfremd in k[z],, ist e invertierbar in k[z],. Damit ist

(€) = (sn +un) = (7) In kffz]].

Dann kann aber « kein echter Teiler von  in k[[z]] sein. Widerspruch. m

Korollar 1.33 Seien f,g € k[z] und f,g € m. Wenn f und g teilerfremd in
k[x] sind, dann sind sie auch teilerfremd in £[[z]].

Beweis. Klar mit dem vorherigen Satz und Proposition 1.23 (iv). =



Kapitel 2

Potenzreithen In zwel Variablen

2.1 Gaul3-Bruhat Zerlegung

Sei k ein Korper. Bezeichne im folgenden R den formalen Potenzreihenring in
zwei Variablen Uber k& und G = Aut,(R) die Gruppe der stetigen (=lokalen)
k—Algebraautomorphismen. Eine Matrix A € Gl,(k) kann man bekanntlich
zerlegenin A = PLU mit U eine obere (upper) Dreiecksmatrix, L eine untere
(lower) Dreiecksmatrix mit Einsen in der Hauptdiagonale und P einer Per-
mutationsmatrix (GauBalgorithmus mit elementaren Zeilenoperationen und
Zeilenvertauschungen). Wir méchten nun analog dazu ein ¢ € G schreiben
als ¢ = plu. Dabei sollen [ und « aus geeigneten Untergruppen von G und p
eine eventuelle Vertauschung der Variablen sein.

Sei y = (y, z) ein reguléres Parametersystem von R, d.h. das maximale
Ideal m von R wird von y und z erzeugt. Wir identi..zieren wieder ein ¢ € G
mit dem zu

@ = (1, 02) € (M)R? Mit ©1(y, 2) = (), L2(y, 2) = ¢(2)

gehdrigen Substitutionshomomorphismus. Die Identitat von G bezeichnen
wir mit Id. Wir de...nieren

L={peGmity —ye zk[[z]] und ¢, = z},
U={peGmity —yecyR},
P ={Id,p} mit p = (z,y).
Diese De..nition hangt naturlich von der Wahl des reguldren Parametersy-
stems ab. Wir werden im folgenden zeigen, da L bzw. U Untergruppen

von G sind (P ist ozensichtlich eine). Durch Nachrechnen sieht man, dal
L und U bezlglich Komposition abgeschlossen sind. Weiters ist fur [ € L

22
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bzw. u € U die zu di bzw. du gehorige Matrix bzgl. der Basis (y, z) (sie-
he Abschnitt 1.4) eine unipotente untere Dreiecksmatrix bzw. eine obere
Dreiecksmatrix. Der durch dl induzierte lineare Substitutionshomorphismus
bildet also y auf y + az mit a € k£ und z auf z ab. Damit ist er wieder in L.
Analog dazu ist auch der von du induzierte Substitutionshomomorphismus
wieder in U.

Seien [l € L mit I = (y + g(z),2) und m der zu m = (y — g(2), z) gehorige
Einsetzungshomomorphismus. Dann ist

Im =ml =1Id,

also ™! = m € L. Damit ist L eine Untergruppe von G. Mit folgender
Behauptung ist auch U eine Untergruppe.

Proposition 2.1 Sei u € U. Dannist ! € U.

Beweis. Da der von du induzierte lineare Substitutionshomomorphismus
wieder in U ist, konnen wir 0.B.d.A.annehmen, dal du = Id. Sei also u =
(y + hi1, 2z + hy) mit ord(h;) > 2,7 = 1,2, und h; = yf(y,z). Nach Abschnitt
16 ist ' = (y + g1,2 + g2), wobei g = (g1,92) = limg* mit ¢° = 0 und
g™ = F(g'). Dabei ist
F:(m*)R> — (m*)R?,
(91,92) — —h(y + g1,z + g2) Mit h = (ha, ha).

Durch Induktion ber i folgt, dak ¢¢ = yfi(y,2) fur i« > 1 und damit die
Behauptung. Der Fall : = 1 ist klar. Sei also ¢¢ = yf*(y, ). Dann ist

gt =h(y+ g,z +gh) =
=W+o)fly+gi.2+9) = Ww+uf' (W 2)fly+91,2+9) =
=y (y,2).

Sei p € G mit ¢ = (1, p2). WIr schreiben

pr=ay+bz+ M
Yo =cy+dz+ h

mit a, b, ¢, d € k und ord(h;) > 2 fur i = 1,2. Die zu dy gehorige Matrix

(3 2)
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ist invertierbar. Sei p die Vertauschung von y und z, d.h. p = (z,y). Die
zu d(pp) = dpdp bzw. d(py) = dpde gehdrige Matrix ist die Matrix A mit
vertauschten Spalten bzw. Zeilen. Da A invertierbar ist, gibt es immer ein
p € P so, daB (pp)1 = (pp)(y) = ay +bz+ hy mita, b € k, a # 0 und
ord(hy) > 2 (d.h. (py); ist y—allgemein der Ordnung 1). Analog gibt es ein
p € P mit (pp); = ay + bz + hy mit a, b, hy wie zuvor.

Satz 2.2 Mit den Bezeichnungen wie oben gilt
G=PLU=ULP=PUL=LUP.

Beweis. Sei ¢ € G. Wir zeigen zunachst G = PLU. Sei p € P so, dafi}
(pp)1 y—allgemein der Ordnung 1 ist. Nach dem Weierstrallschen Vorbe-
reitungssatz gibt es dann ein g € zk[[z]] und eine Einheit e € k[[y, z]] so,
daf

(o)1 = (pp)(y) = (y + g)e.

Sei [ der zu [ = (y + g, 2) gehorige Substitutionshomomorphismus. Dann ist
[ € L und

pe)(y) = Iy + g(2))e(y, 2)) =
= (y —9(2) + 9(2))(e(y — 9(2), 2)) = ye(y — 9(2), 2).
Damit ist ["'pp = u € U und ¢ = p~!lu, also G = PLU. Durch Inversion
folgt daraus G = ULP
Sei nun p € P so, daB (¢~ 'p); y—allgemein der Ordnung 1 ist. Wie zuvor

..nden wir dann ein [ so, daB [~y ~!p = u € U. Dann ist ¢! = lup~! und
damit ¢ = pu~ti~!, also G = PUL. m

2.2 Die Ordnung

Seien y = (y, z) ein regulares Parametersystem von R und ¢ € G. Dann ist

p(y) = (p(y), ¥(2)) = (p1,92) = (5, 2) =¥
wieder ein regulares Parametersystem von R. Umgekehrt induziert ein regu-
l&res Parametersystem y = (g,2) von R ein ¢ € G mit p(y) = ¢1(y,2) = 7
und ¢(z) = s(y,2z) = z (da § und z modulo m? linear unabhangig Uber
k = R/m sind). Mit dem so de..nierten ¢ ist

SO(J;(% Z)) = f~(§01, 902) = f(?% 2) = f(ya Z)
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genau dann, wenn

Fly,z) = (f(y. 2)).

Fir eine Potenzreihe f € R mit f = f(y,z) und ein ¢ € G ist ord f =
ord o(f) (denn ord f < ordp(f) < orde~tp(f)), d.h. die Ordnung einer
Potenzreihe ist invariant unter Anwendung eines ¢ € G bzw. nach obiger
Uberlegung invariant bei einem Wechsel des reguldaren Paramtersystems von
R. Die Ordnung einer Potenzreihe f kann man auch nur mit Hilfe des maxi-
malen Ideals m von R durch ord f = sup{n € Ny mit f € m"} de..nieren. Mit
dieser De..nition ist die Ordnung ozensichtlich invariant bei einem Wechsel
des Parametersystems (Koordinatenwechsel).

Wir werden im nachsten Abschnitt fur eine Potenzreihe f € R das soge-
nannte Newton-Polygon de..nieren. Mit Hilfe dieses Polygons ordnen wir f
eine Zahl zu, die wir geometrisch interpretieren kdnnen. Das Newton-Polygon
ist aber abhangig von der Wahl des reguldaren Parametersystems y = (y, z).
Wir untersuchen daher im Abschnitt 2.4 das Verhalten dieser Zahl bei An-
wendung eines ¢ € G auf f. Im Teil 2.5 de..nieren wir schliel3lich eine weitere
Invariante neben der Ordnung und untersuchen deren Eigenschaften.

2.3 Das Newton-Polygon

Sei im folgenden y = (y,z) ein reguléres Parametersystem von R. Wir
kennzeichnen durch den Index y, daf eine De..nition von der Wahl des Pa-
rametersystems abhangt. Seien f € R, f # 0, und

F=12) =) cay™2™ =) coy® Mita=(a;,00) ENg.  (2.1)

e

Die Menge
Ay(f) = {a € N; mit ¢, # 0}

nennen wir den Trager von f. Der Rand der konvexen Menge

conv ( U {a+RL}) CRE,
€Ay (f)

zerfallt in zwei Halbgeraden und einen kompakten Streckenzug. Diesen Streck-
enzug nennt man das Newton-Polygon von f. Die endliche Menge der Ecken
des Newton-Polygons bezeichnen wir mit NP, (f). Das Newton-Polygon von
f besteht genau dann aus nur einem Punkt, wenn f = y*z*e mite € R
invertierbar.
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10+

N
f
q

Beispiel 1 Das Newton-Polygon von f = y” + y52% + y32* + y120 + 227
und dessen Konstruktion ist in Abbildung 1 zu sehen. Die Menge der Ecken,
NPy(f)’ ISt {(77 0)7 (3a4)a (2a 7)}

Aus der De..nition des Tragers und der Multiplikation zweier Potenzreihen
folgt unmittelbar fur f, g € R mit f, g # 0.

Ay(fg) € Ay(f) + Ay(9)- (2.2)

Seien f, e € R, f # 0 und e invertierbar. Im allgemeinen ist nicht jedes
Element des Trégers von f im Trager von fe enthalten. (z.B. (y+yz)(1—2) =
y — yz2), aber es gilt:

Proposition 2.3 Wenn § € NP, (f), dann ist 6 € Ay(fe).

Beweis. Wenn f auch invertierbar ist, gilt die Aussage trivialerweise. Seien
f wiein (2.1) mitord f > 1,

e= Z dgyﬁ und
B

fe=> by mith, = Y cudp.
Y

a+0=y
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10+

Angenommen bs = 0. Dann gébe es, da csdy # 0, ein ¢, # 0 mit « # 6 und
a1 < 61, ag < b9, Also ein Widerspruch zur Annahme, daR 6 eine Ecke des
Newton-Polygons von f ist. m

Mit dieser Proposition, (2.2) und der De..nition des Newton-Polygons
folgt:

Proposition 2.4 Seien f, e € R, f # 0 und e invertierbar. Dann ist

NPy(f) = NPy(fe).

Seien f e m, f # 0, wie in (2.1) und o = ord f. WIir setzen

00

syf = inf{o ” mit o« € NP, (f), a # (0,0)} C Ry U{oo}.

- 1
Wenn oo € NPy(f), a # (0,0), dann ist (0, >%2-) die Projektion von (o, az)
durch (o, 0) auf die ap,—Achse der Schnittpunkt der Geraden

Z—{wl,ﬁz): B Bt By = —2 }

o0 — o0 — 0

durch (0,0) und (a1, ap) mit der ap—Achse (siehe Abbildung 2.3).
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Proposition 2.5 Seien f e m, f # 0 und o = ord f. Dann gilt:
(i) syf € {§ € Q mitpund g primund 1 < g <o} U{oo}.
(if) o < sy f < o0.

(iii) sy f = o genau dann, wennes ein o € NP, (f), a # (0,0), mit ag+ay =
o gibt.

(iv) syf > o genau dann, wenn f,, die Initialform von f, cy’mit ¢ # 0 ist.
(V) syf = oo genau dann, wenn f = y°e mit e € R invertierbar.

Beweis. Klar. =

Seien f € m, f#0,wiein (21),0o=ordfundt € R mitt > o. Wir
schreiben

" .t
F, = anya fur o mit —on + oy =t bzw.

«

. Lt
F, = anya fur o mit 5041 + as > t.

«

Dann bestehen F; bzw. F., aus allen Termen von f deren Exponenten auf
bzw. oberhalb der Geraden durch (0,0) und (0, ¢) liegen.
Sei s = sy f < co. Dann kénnen wir f zerlegen in

[=Fs+ Fs,. (2.3)

Wenn o < s, dann besteht F, nach De..nition von s neben cy°® aus noch
mindestens einem Term.

Proposition 2.6 Sei umgekehrt o <t € R so, dald
[ =F+ Fy.
Wenn es in F; einen Term c,y® 2** mit o # (0, 0) gibt, dann ist s, f = ¢.

Beweis. Sei o € Ay (f), a1 < 0. Aus ta; + ay >t folgt

00y

> 1.
0 — (1

Nach Voraussetzung gibt es ein a € NP, (f) mit %al + ay =t, d.h.

009

0—ay

Damitist s, f =t. =
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(ay,0,)

2.4 Koordinatenwechsel

Um die Beziehung zwischen sy f und syo(f) = s,-1,f firein ¢ € G zu
untersuchen, verwenden wir die Mdglichkeit der Zerlegung von ¢ ineinu € U,
[ € L und p € P des Abschnitts 2.1.

Sei zunéachst v € U. Dann ist

up = u(y) = ay + yhy mit ordh; > 1,a #0 (2.9)
us = u(z) = cz+ by + hy mit ord hy > 2,¢ # 0.

Das Newton-Polygon von f ist im allgemeinen nicht gleich dem Newton-
Polygon von u(f). (z.B. f =z und u = (y,y + 2)).

Proposition 2.7 Seien f = y*z* mit o # 0 und v € U. Dann gilt (siehe
Abbildung 2.4):

(i) (a1,02) € Ay(u(f)).
(i)
Ay(u(f)) C{BeN; mit 31 — s > s — B und By > as} =
= conv (((o1 4 a2,0) + RY) U (a1, 0) + R%)) .

Beweis. Es ist
u(f) = utus? = (ay + yh1)* ((cz + by) + ho)** =

a2
— dyoclzocQ + yoq Z dkykzag—k + yoqh
k=1

mit d # 0 und ord h > a,. Daraus folgt die Behauptung. =
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Proposition 2.8 Seien f ¢ m, f # 0, o=ord f und v € U. Dann gilt:
(i) Wenn s, f > o, dann ist NP, (f) = NPy (u(f)).
(i) syf = syu(f).

Beweis. zu (i): Da sy f > o, ist mit Proposition 2.5 (0,0) € A,(f). Mit der
vorherigen Behauptung und der De..nition des Newtonpolygons folgt daraus

NPy(f) = NPy(u(f)).
zu (ii): Sei syf = o. Nach Propostion 2.5 gibt es ein o € NP, (f),

a # (0,0), mit ag + as = o. Wenn es zwei solche o € NP, (f) gibt, dann
betrachten wir das mit der kleineren a;—Koordinate. Nach der vorherigen
Behauptung ist dann oo € NPy (u(f)) und damit syu(f) =syf =0. =

Sei nun [ € L. Dann ist

b=y =y+g mitg ekl ordg>1  (25)
ly =1(z) = 2.

Wenn wir sy f und syl(f) vergleichen, konnen wir im allgemeinen nichts
aussagen, wie folgendes Beispiel belegt:

Beispiel 2 Sei i(y) =y + .
o Mit f =y?+2%istl(f) = y*+2yz+22+2% also 2 = s,l(f) < sy f = 3.
o Mit f =y?+yzistl(f) =y*+ 3yz+ 222, also 2 = s,l(f) = sy f = 2.

o Mit f =92 —2yz+ 22+ 2% = (y—2)+ 23 istI(f) = y* + 23, also
3=s5yl(f) > sy f =2.

o Mit f=9y?—2yz+22=(y—2z2)?isti(f) =y? also syl(f) = .
AuBerdem kann sy [(f) von der Charakteristik von & abhéngen. Mit [ wie
im vorherigen Beispiel und f = y* + 2% ist I(f) = y* + 2yz + 2z%. Wenn
char k = 2, dann ist s,l(f) = oo, sonst s,l(f) = 2.
Sei [ wie in (2.5). Wir werden nun den Zusammenhang zwischen
syf,syl(f) und m =ordg

untersuchen.

Proposition 2.9 Seien f = y*z* mit a # 0 und [ € L. Dann gilt (siehe
Abbildung 2.4):
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i 2 5 14 6
a, (0,ma+a,)
(i) (o1, 02), (0,man + az) € Ay(I(f)).
(ii)
Ay(I(f)) € {B € Nj mit 8, —ay > m(ay — f) und By < on} C
C conv <(<w,0) +R2+) U ((O,ma1 + ap) +Ri)) )

m

(iii) Wenn char k£ = 0, dann ist auBerdem (a; — k, mk + as) € A, (I(f)) far
kzl, ,041—1.

Beweis. Es ist

=N A2
LUTUL
VRS
= R
N~
Ny
2
|
=
K
E
S~
Q
[\V)
~
N
(o))
g

I(f) = (y +9)"2" = y™2™ + g™ + (

Daraus folgt die Behauptung. =
Sei jetzt wieder f € m, f # 0 und bezeichne o = ord f und s = s, f.

Proposition 2.10 Wenn m < 2, dann ist s,I(f) = mo (siehe Abbildung
2.4).

Beweis. Sei zunachst sy f < oo. Wir zerlegen f in (siehe (2.3))

f:cy°+any°‘ mit §a1+a223, a # (0,0) und ¢ # 0.
0

AUS

fO&1+O&2 > s und a # (0,0)
0
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(0,0) 6

(0,mo) (0,5) a,

folgt fur a; > o, dal ma; + as > mo. Wenn a; < o, dann impliziert

[0]67%))

>8> mo
o0—

wieder ma; + as > mo. Mit der vorherigen Behauptung ist damit

Ay(U(ey”)) € Ay (I(f)) und {(0,0), (0, mo)} = NPy (I(f)),

also syl(f) = mo.
Wenn sy f = oo, dann ist

Damit ist

f =y°e mit e € R invertierbar.

I(f)=Uy)ely +g,2),

32

und daraus folgt mit der vorherigen Proposition und Proposition 2.4 die
Behauptung. =

Proposition 2.11 Wenn m > £, dann ist s, f = s,l(f) (siehe Abbildung

2.4).
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104

L3}

(0,0) 6

Beweis. Wir zerlegen f wie in (2.3) in
f - FS + F>S'
Die Exponenten « der Terme c,y®' z*2 von F. erfillen nach De..nition
S
-]+ 0 > S.
o

Mit Proposition 2.9 und der Voraussetzung gilt diese Ungleichung auch fur
die Exponenten der Terme von [(F.,). Fur einen Term c,y*'z** von Fj
erkennt man mit dem gleichen Argument, daf I(c,y**z*?) aus c,y* z** und
Terme, deren Exponenten wieder die obigen Ungleichung erftllen, besteht.
Also ist

l(f):Fs"i_Fés'

Mit Proposition 2.6 gilt dann sy/(f) = s, f. =

Lemma 2.12 Wenn m # 2, dann ist syl (f) < sy f.

Beweis. Klar mit den zwei vorherigen Propositionen. =
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Satz 2.13 Seien f € m, f # 0, mit s = s, f < 00, 0 = ord f und f =
F, + F.¢ wie in (2.3). Dann sind &quivalent:

1. Es gibt ein [ € Lmit s,l(f) > sy f.
2.

Q lw

e Nund
F, = c(y—dzf)o mit c,d € k, ¢,d # 0.
Beweis. Sei 2 € N und
F, = c(y — dzi)o.
Seil der zu | = (y+dz>, z) gehorige Einsetzungshomomorphismus. Dann ist
() = UFS) + U(Fss) = ey’ + U(Fs).

Mit Proposition (2.9) sieht man, daB [(F.s) = F.,. Daraus folgt entweder
NP,(I(f)) = {(0,0)}, also syi(f) = oo, oder

00

> s furalleae NP, (f), a# (0,0).
o0—

Damit gilt wieder s,l(f) > sy f.
Sei nun umgekehrt [ € L mit sy i(f) > s, f. Seien [(y) =y + g und
g= iaizi € zk[[z]] mit m = ord g.
Aus Lemma 2.12 folgt © = m € N. Wie zuvor ist I(F.,) = F{_. Weiters ist
(siehe (2.6))
WFs) = F(y+g.2) = F(y + amz™, 2) + G
und damit
I(f) = Fs(y + amz™, 2) + Hss.
Weil
Fy(y +anz™, z) = F.,
und nach Voraussetzung syl(f) > sy(f), muB dann

Fy(y + amze,2) = cy° mit ¢ # 0.
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Also ist

o

Fy(y,z) =c(y— amzi) :

Sei p die Vertauschung von y und z. Dann ergibt sich mit Proposition
2.5:

Proposition 2.14 Seien f € m, f # 0 und o = ord f. Dann gilt:

(i) syp(f) = o genau dann, wenn es ein o € NP,(f), a # (0,0), mit
a1 + as = o gibt.

(if) syp(f) > o genau dann, wenn f,, die Initialform von f, cz° mit ¢ # 0
ist.

(iii) syp(f) = oo genau dann, wenn f = z° mit e € R invertierbar.

2.5 Eine Invariante

Seien fem, f #0, 0=ord f und

S ={syp(f) mity € G} =
= {s,f mit y = (y, z) reguléres Parametersystem von R}.

Wir de..nieren
s(f) =supS.

Ogenbar ist s(f) eine Invariante von f. Nach Satz 2.2 kdnnen wir jedes
¢ € G schreiben ¢ = ulp mitw € U, [ € L und p € P. Mit Propostion 2.8
ist dann

Sy‘P(f) = SyUZp(f) = Syuil(Ulp(f)) = Sylp(f)-
Also ist
S ={sylp(f) mitl e L und p € P}.

Wenn s(f) < oo, dann erkennt man mit Proposition 2.5 (i), daB S eine end-
liche Menge ist. Also ist in diesem Fall das Supremum ein Maximum, d.h.
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es gibt ein [ € L so, dall nach einer eventuellen Vertauschung p € P der Va-
riablen s, Ip(f) = s(f). Insbesondere gibt es ein regulares Parametersystem
y = (7, %) von R mit

syf = s(f) mit f = f(3,2).

Wir sagen dann, das Parametersystem y = (g, Z) realisiert s(f).
Unmittelbar aus Proposition 2.4 folgt:

Proposition 2.15 Seien f € m, f # 0 und e € R invertierbar. Dann ist
s(f) = s(fe).
Wir kommen nun zum Fall s(f) = oo. Zunéchst folgende

Proposition 2.16 Sei f = f(y,z) € R y—allgemein der Ordnung 1. Dann
gibt es genau ein [ € L mit sy(f) = oc.

Beweis. Angenommen es existiert ein [ € L mit s,/(f) = oo, d.h.

[(f) = ye mit e € R, e invertierbar.
Dann ist mit [ = (y + g, 2), g € zk[[2]],
() =f=(y—g)ely—g.2).

Da e(y — g, z) wieder invertierbar ist, existieren nach Voraussetzung und dem
Weierstrallschen Vorbereitungssatz ¢ und damit / eindeutig. =

Daraus ergibt sich:

Proposition 2.17 Sei f € R mit ord f = 1. Dann ist s(f) = oc.

Satz 2.18 Sei f = f(y,z) € m, f # 0 mit o = ord f < syf. Dann ist
s(f) = oo genau dann, wenn es ein [ € L gibt so, dal sy(f) = oc.

Beweis. Sei also s(f) = oo. Wir konstruieren das gesuchte [ € L mit
syl(f) = oo induktiv. Sei s; = s, f. Falls s; = oo ist, sind wir fertig. Sonst
folgt aus der Voraussetzung, dal} es ein [; € L und ein p; € P gibt mit
s1 < sylip1(f). Angenommen p,; ist nicht die ldentitat. Da f, = cy® mit
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c € k, ¢ # 0 ist, ware dann aber syl1p;(f) = o. Also ist p; die Identitat. Mit
Satz 2.13 folgt daher

my = Sl eNund f =c(y —a12™)°+ Fss, mitc,a; € k, ¢,a1 # 0.
0]
Wie im Beweis zu Satz 2.13 erkennt man, daR

s1 < S2 = sy f(y+a;2™, z).

Wenn s, = oo ist,sind wir am Ziel, sonst beginnen wir wieder von neuem.
Entweder sind wir nach endlich vielen Schritten fertig, oder wir haben fur
jedes n € Neina, € kundein s, € Nmit s1 < s < -+ < s, und
m, = *= € N so, da}

Fly+) az™, 2) = cy’ + Sn,

=1

S, = z:cgyo‘lzo‘2 mit Snt1 oy + g > Spp1, @ # (0,0) und ¢ # 0.
)

Die Summe S,, zerlegen wir in
Sn = yOMn + Rn7
M, = chyal_ozo62 mit «; > o und
R, = chyalza2 mit oy < o.

Aus den beiden Ungleichungen fur die Exponenten der Terme von R, folgt,
dal die Ordnung von R, beliebig groR wird, d.h. lim R, = 0. Mit Lemma
1.16 des vorherigen Kapitels und g = > .2, a;z™ ist fir n € N

Fy+g.2)=fly+> az™+ > ag™, z) =
=1

i=n-+1

= fly+ Zaizmi, z) + h, mit ord h,, > my,.1.
i=1

Damit konvergiert M,, und mit M = lim M,, ist
fly+g,2) =cy® +y° M.

Fir i mit [ = (y + g, 2) ist dann syl(f) = .
Die umgekehrte Implikation ist trivial. =
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Korollar 2.19 Sei f = f(y,z) € m, f # 0. Dann gibt es ein [ € L und ein
p € P so, dal s(f) = sylp(f).

Beweis. Seien s(f) = oo und sy f = ord f = 0. Dann gibt es ein [, € L und
ein po € P mit sylopo(f) > o, und wir kénnen den vorherigen Satz anwen-
den. Wenn s(f) endlich ist, haben wir uns schon zu Beginn des Abschnittes
Uberlegt, daf es ein [ € L und ein p € P gibt mit s(f) = sylp(f). =

Insbesondere bedeutet dieses Korollar, dal? es fiir jede Potenzreihe f € R
ein reguldres Parametersystem y = (y, z) von R gibt, das s(f) realisiert, also
so, daf

syl = s(f) mit f = [f(y, 2).

Eine zum ersten Teil des Beweises von Satz 2.18 analoge Argumentation
zeigt auch folgenden

Satz 2.20 Sei f = f(y,z) € m, f # 0 mit s(f) < oo. Dann gibt es ein
Polynom

g= Zaizmi € zkl[z]
=1
und ein p € P so, daB s(f) = sylp(f)mit I = (y + g, 2).

2.6 Tschirnhaus-Transformation

Wenn char k£ = 0 ist, dann kann man ein ¢ € G mit syp(f) = s(f) auch
durch eine sogenannte Tschirnhaus-Transformation konstruieren.

Sei dazu f = f(y, z) € m. Zunachst gibt es nach Lemma 1.19 des vorheri-
gen Kapitels ein ¢ € G so, daB f = o(f) y—allgemein der Ordnung o = ord f
ist. Nach dem WeierstraRschen Vorbereitungssatz gibt es eine Einheit e € R
und ein Weierstral3polynom

h =1y’ +co1(2)y° "+ -+ co(2) € K[[2]][y],

so, dak ef = h. Mit Proposition 2.15 genligt es, fiir & ein v € G mit
syp(h) = s(h) zu ..nden. Sei [ € L der zu

1= (= 3601(2),2)
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gehdrige Substitutionshomomorphismus (hier brauchen wir char £ = 0). Dann
ist

Proposition 2.21 Es gilt: syh = s(h).

Beweis. Sei zunachst o < s = syﬁ. Wenn s = oo, dann ist die Behauptung
omensichtlich richtig. Sei also s < co. Angenommen es gibt ein [, € L und

ein p; € P mit s,lipi(h) > s. Wie im Beweis zu Satz 2.18 folgt daraus, daf
py die lIdentitat ist und dal3

mZEENundiL:(y—azm)o+]:I>s mita € k, a # 0.
0

In Charakteristik Null ist aber oay®2™ # 0. Also ein Widerspruch, denn &
besitzt keinen Term der Form cy°~12%2 mit oy € N.

Sei nun o = s. Wir nehmen wieder an, dal es Il; € L und p; € P wie
oben gibt. Wir brauchen uns nur noch den Fall zu Uberlegen, dal p, die

Vertauschung von y und z ist. Da dann aber p;(h) keine Terme der Form
cy®2°~1 mit o; € N besitzt, ergibt sich wie zuvor ein Widerspruch. =



Kapitel 3

Autidsung von
Kurvensingularitaten in
beliebiger Charakteristik

3.1 Polynome in zwei Variablen

Wir werden in diesem Abschnitt mdglichst elementar einige Begrice und
Behauptungen der algebraischen Geometrie fiir den Spezialfall von Nullstel-
lenmengen von Polynomen in zwei Variablen tber einem Korper de..nieren
bzw. herleiten.

Lemma 3.1 Sei A ein faktorieller Ring und bezeichne k& den Quotientenkor-
per von A. Seien f,g € A[z] teilerfremd in A[z]. Dann sind f und g auch
teilerfremd in k[z].

Beweis. Angenommen es gibt ein 4 € k[z] mit degh > 1 so, daR
f=fhund g=ghmit f §e k[z].

Sei d € A so, daB df, dg und dh in A[z] sind. Dann sind
d*f = (df)(dh) bzw. d*g = (dg)(dh).

Sei h ein irreduzibler Faktor von dh in A[z] mit degh > 1. Dann ist h ein
irreduzibler Faktor von d?f bzw. d?g und damit auch von f bzw. g. Daraus
folgt ein Widerspruch zur Annahme, daf f und g relativ prim in Alz| sind.
]

Sei k ein Korper. Fur fi,..., f, € kly, z] bezeichne
V(fi, - fn) = {a=(a1,a2) € A> mit fi(a) =0flri=1,... ,n}

40
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die Menge der gemeinsamen Nullstellen von f1,... , f,.

Proposition 3.2 Seien k ein algebraisch abgeschlossener Korper und f €
kly, z] \ k. Dann ist V(f) eine unendliche Menge.

Beweis. Wir schreiben dazu

f=ao(y) +ai(y)z + -+ an(y)z" € kly][z].

Wenn n = 0, dann ist f(0,a2) = 0 flr alle a; € k. Also folgt, da & als alge-
braisch abgeschlossener Korper unendlich ist, die Behauptung. Andernfalls
hat a,(y) nur endlich viele Nullstellen, und fur jedes a; mit a,(a;) # 0 hat
das Polynom f(ay, z) € k[z] eine Nullstelle. =

Satz 3.3 Seien k ein Korper und f, g € k[y, 2] teilerfremd. Dannist V(f, g) =
V(f)NV(g) endlich.

Beweis. Nach der vorherigen Proposition ist ggT(f,g9) = 1 in k(y)[z]. Also
gibt es » und s in k(y)[z] so, dal

1l=rf+sg.
Sei d € k[y] so, daB dr und ds in kly, z| sind. Dann ist
d=(dr)f + (ds)g.

Fur ein a = (a1,a2) € V(f) NV (g) ist also d(a;) = 0. Damit gibt es nur
endlich viele Moglichkeiten fur a;. Ein analoges Argument zeigt, dal’ fir a,
auch nur endlich viele Werte in Frage kommen. =

Sei f € kly, z]. Wir de..nieren die Ordnung von f im Nullpunkt durch
ordg f = ord f = sup{n € Ny mit f € (y,2)"}.
Dabei sind
(y,2)" = (y*2°2 mit a = (a1, az) € N3 und a; + ap = n)

das n—fache Produkt des von y und z erzeugten Ideals und (y, 2)° = k[y, 2].
Nach De..nition ist ord f = co genau dann, wenn f = 0. Fur einen beliebigen
Punkt a = (a1, as) € A? de..nieren wir die Ordnung von f in a durch

ord, f = ordy f mit f(y,2) = f(y + a1, z + as).
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Es gilt
fly+a1,z+a2) = f(a) + 0, f(a)y + 0.f(a)z + h(y, z) mit ordh > 2.

Also ist a € V(f) genau dann, wenn ord,, f > 1. Sei nun f € k[y, z| \ k. Wir
nennen einen Punkt a € A? singular (oder einen singularen Punkt von f),
wenn ord, f > 1. Wenn ord, f = 1, dann nennt man « ein reguldaren Punkt
von f. Ein a € A? ist genau dann ein singularer Punkt, wenn

a € V() NV(9,) NV (0.f) = V(f.0,f,0-F).
Mit
Sing(f) = {a € A? mit ord, f > 1} = V(f,,f, 0.f)
bezeichnen wir die Menge der singularen Punkte von f.

Satz 3.4 Seien k ein algebraisch abgeschlossener Koérper und f € kly, 2]
irreduzibel. Dann ist die Menge Sing(f) endlich.

Beweis. Angenommen Sing( f) ist eine unendliche Menge. Da f irreduzibel
ist und degd,f < deg f, kénnen f und 0,f nach Satz 3.3 aber nur dann
unendlich viele gemeinsame Nullstellen haben, wenn 9, f = 0. Das Gleiche
gilt fur 0,f. Aber 0,f = 0,f = 0 impliziert f € k, wenn char k = 0. Wenn
char k = p > 0, dann bedeutet das Verschwinden der partiellen Ableitungen,
dal f nur aus Termen der Form c,yP* zP*2 besteht. Indem man die Identitat
(a+b)? = aP+bP fur einen Korper der Charakteristik p anwendet und benutzt,
dal es in einem algebraisch abgeschlossenen Korper insbesondere auch p—te
Waurzeln gibt, erkennt man, daR

P
[= Z CayPt 2P = (Z dayalza2> mit && = c,.
Dies ist ein Widerspruch zur Irreduzibilitat von f. m

Seien f,g € k[y,z] \ kund a € V(f)NV(g) = V(fg). Dann ist a ein
singularer Punkt von fg, denn

ord, fg =ord, f +ord, g > 2.

Also ist Sing(f?) = V/(f) fur ein f € k[y,2] \ k. FUr ein nicht konstantes
Polynom f Uber einem algebraisch abgeschlossenen Korper ist die Menge
Sing(f?) unendlich. Dies motivitiert unter anderem folgenden Begriz, den
wir gleich fir einen beliebigen faktoriellen Ring de..nieren.
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Seien A ein faktorieller Ring, a € A und
a=upft - pl

eine Primfaktorzerlegung von a mit einer Einheit » und paarweise nicht-
assoziierten Primelementen p;. Man nennt « reduziert (bzw. quadratfrei),
wennb;, =1firi=1,...,r.

Proposition 3.5 Seien A ein faktorieller Ring, a € A und a = up® - - - pbr
eine Primfaktorzerlegung von a. Dann ist

(a) = (p1---pr)
Beweis. Sei n = max; b;. Dann ist

n—by n—>b,

u(pr---p)" =pi 0,

also ist (p;---p,) C /(a). Seien umgekehrt b € /(a) und b = vqi* - - ¢5
eine Primfaktorzerlegung von b. Dann gibt es ein n € N so, dal} " = da mit

de A. Also ist

/Unq?cl e q?CS — duplil e p?f
Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung (bis auf Assoziiertheit und
Reihenfolge) folgt, dal jedes p; zu einem g; asoziiert ist, und damit ist g €

(pr--py). ®

Ein Ideal a eines beliebigen kommutativen Ringes nennt man reduziert
bzw. Radikalideal, wenn a = /a gilt. In einem Integritatsbereich sind zwei
Hauptideale genau dann gleich, wenn die erzeugenden zueinander assoziiert
sind. Deshalb folgt mit der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung (bis auf
Assoziiertheit und Reihenfolge) und dieser Proposition, dal a genau dann
reduziert ist, wenn das von a erzeugte Hauptideal (a) reduziert ist.

Proposition 3.6 Seien k ein algebraisch abgeschlossener Korper und f €
kly, z] \ k reduziert. Dann ist die Menge Sing(f) endlich.

Beweis. Sei f = cf; - f. eine Primfaktorzerlegung von f. Dann ist
Vief)=V(fr--fr) = Uv(fi)'
=1

Nach Satz 3.4 ist Sing(f;) endlich fur ¢ = 1,... ,r. AuRerdem gibt es nach
Satz 3.3 hochstens endlich viele Punkte a € V(f;--- f,) mita € V(f;)NV(f;)
fur zwei verschiedene i,5 € {1,... ,r}. m
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3.2 Invarianten und Induktion

Wir fassen im folgenden k[y, z] als Unterring von k[[y, z|] auf. Damit kénnen
wir die Begrice bzw. Ergebnisse von Kapitel 2 auch auf Polynome anwenden.
Sei f € kly,z] \ k. Wenn o = ord f > 1, dann setzen wir

sof = s(f),

und sqf = oo, wenn ord f = 0. Fir einen beliebigen Punkt a = (ay,ay) € A?
de..nieren wir

Saf = SO.f mit f(ya Z) = f(y +a,z+ a2)'
Proposition 3.7 Sei a € A%2. Dann gilt:

(i) Wenn a ein regularer Punkt von f ist, dann ist s, f = cc.

(i) Wenn a ein singularer Punkt von f ist, dann ist s,f € S, mit o =
ord, f und
Soz{s:g €Qy mito<s,pund g primund 1 <g <o} U{o0}.
q

Beweis. zu (i): Folgt mit Proposition 2.17.
zu (ii): Siehe Proposition 2.5. =

Seien S, mit o > 2 wie oben und S; = Sy = {oco}. Sei

I=|J{o} xS, C Ny x (QspU{oc}).

0€Np

Far einen Punkt a € A? ist dann die Invariante von f de..niert als das Paar:

iof = (ordg f,sq.f) € I.

Bezeichne <., die lexikographische Ordnung auf I, d.h. (¢',s") <je: (0, $)
genau dann, wenn o’ < o oder (¢’ = o und s’ < s). Ogrensichtlich ist <,
eine totale Ordnung (d.h. je zwei Elemente sind vergleichbar), und (0, o0)
ist das kleinste Element von 7. Um einen Induktionsbeweis tUber die Menge
I der Invarianten fiihren zu kdnnen, brauchen wir

Proposition 3.8 Die Menge I mit der Ordnung <., ist eine wohlgeordnete
Menge (d.h. jede nicht-leere Teilmenge J C I besitzt ein kleinstes Element).
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Beweis. Sei J C I, J nicht-leer. Seien p;, : J — Ny die Projektion auf die
erste Komponente und o = min{p;(J)} C No. Wenn o = 0 bzw. o = 1, dann
ist (0,00) bzw. (1,00) das Kkleinste Element von J. Sei also o > 2. Setze
K =Jn{o} xS, und

f: K — NU{c0}, (0,s) — (0!)s.

Die Abbildung ist bijektiv und erhalt die Ordnung. Da N U {cc} eine wohl-
geordnete Menge ist, gibt es ein kleinstes Element von f(K) und damit auch
von K bzw. J. =

In einer wohlgeordeneten Menge M mit Ordnung < gilt namlich

Proposition 3.9 (Indukionsprinzip) Sei A(m) eine Aussage Uber belie-
bige m € M und gelte: Aus A(n) fur n < m folgt A(m). Dann gilt A(m) fur
alle m € M.

Beweis. Sonst gébe es namlich ein kleinstes m € M so, dafl A(m) nicht gilt.
Aber dann gilt A(n) fir n < m und damit nach Voraussetzung auch A(m).
[

3.3 Aufgeloste Punkte

Sei f € kly, 2] \ k. Wir nennen den Nullpunkt einen aufgelésten Punkt von
f, wenn 0 € V(f), oder wenn es Polynome g, h € k[y, z] mit ordg = 1 und
ord h = 0 und ein n € N gibt so, dal

f=g"h. (3.2)

Einen beliebigen Punkt a = (a1, az) € A® nennen wir einen aufgeldsten Punkt
von f, wenn der Nullpunkt von f = f(y + a1, z + a2) aufgelost ist.
Sei f=cfr... fb eine Primfaktorzerlegung von f. Bezeichne

fred:fl"'fr

die Reduktion von f (f,.q ist eindeutig bis auf einen konstanten Faktor). Es
gilt V(f) = V(frea)- Sei a € V(f). Dann ist a genau dann ein aufgeldster
Punkt von f, wenn a ein regulérer Punkt von f,.; ist. Nach De..nition sind
alle Punkte a € A%\ V(f) aufgelost. Also ist

{a € A* mit a nicht aufgeloster Punkt von f} = Sing(f,eq).

Mit Satz 3.6 folgt daher insbesondere:
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Proposition 3.10 Seien k ein algebraisch abgeschlossener Korper und f €
kly, z] \ k. Dann ist die Menge der nicht aufgelésten Punkte von f endlich.

Seia € V(f). Wirwollen in diesem Abschnitt beweisen, dal’ a genau dann
ein aufgeloster Punkt von f ist, wenn s,f = oo. Nach einer Translation in
A? konnen wir uns im folgenden auf den Nullpunkt beschréanken.

Satz 3.11 Seien k ein algebraisch abgeschlossener Kérper und f € k[y, 2]
irreduzibel. Dann ist f € kl[y, z]] reduziert.

Beweis. Angenommen f ist als Potenzreihe nicht reduziert. Dann ist
f=a*8mita,Beklyz]und orda > 1.

Furord f = 0und ord f = 1 folgt daraus ein Widerspruch. Sei also ord f > 2.
Angenommen 9, f # 0. Dann sind 0,f und f teilerfremd in k[y, 2], weil f
irreduzibel und degd,f < deg f — 1 ist. Weiters ist ord9,f > 1. Mit der
Produktregel folgt

Oy f = 0,(”B) = a(ad,B + 289,q).

Daher ist « ein echter gemeinsamer Teiler von f und 0,f in k[[y, z]]. Das
ist aber ein Widerspruch zu Korollar 1.33. Also ist 9,f = 0. Analog dazu
schlieBt man, daB auch 0, f = 0 ist. Aber 0,f = 0.f = 0 impliziert f € &,
wenn char k£ = 0. FUr char k£ > 0 folgt daraus wie im Beweis zu Satz 3.4 ein
Widerspruch zur Irreduzibilitat von f. =

Wir erinnern hier kurz an ein Ergebnis des vorherigen Kapitels und lei-
ten eine einfache Folgerung daraus ab, die wir fur die Beweise der nachsten
Propositionen benodtigen. Bezeichne G die Gruppe der stetigen £—Algebra-
automorphismen von k[[y, z]] und m = (y,z) C k[[y, z]]. Sei f € k[[y, z]],
f#0, mit s(f) = ocound o =ord f > 1. Nach Korollar 2.19 und Propositi-
on 2.5 (v) gibt es ein ¢ € G mit

o(f) = y°e mit é € k[[y, z]] invertierbar.
Also ist
f = a’e mit e € k[[y, z]] invertierbar
und o = ¢! (y) € k[[y, 2]] irreduzibel, weil ord e = 1 ist.

Proposition 3.12 Seien & ein Korper und f € k[[y, z]], f # 0, mit s(f) <
oo und o =ord f > 1. Sei n € N. Dann ist s(f") < oc.
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Beweis. Angenommen s(f") = co. Dann ist f* = a°"e mit a = ¢ !(y) und
© wie oben. Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung folgt f = a°é.
Also ist

o(f) = y°e mit e € kl[y, z]] invertierbar
und damit s(f) = co. Widerspruch. =
Proposition 3.13 Seien £ ein algebraisch abgeschlossener Kérper und f €

Ekly, z| irreduzibel mit o = ord f > 2 (d.h. 0 ist ein singularer Punkt von f).
Dann ist sof < oc.

Beweis. Indirekt. Sei sqf = co. Nach obiger Uberlegung ist dann aber f als
Potenzreihe nicht reduziert, da o > 2 ist. Also folgt ein Widerspruch zu Satz
311. m

Proposition 3.14 Seien £ ein Korper und f,g € kly, 2] teilerfremd mit
f,g € m. Dann ist so(fg) < oo.

Beweis. Angenommen sq(fg) = oo. Dann ist
fg=a’emit a,e € k[[y, z]], a irreduzibel und e invertierbar.

Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in k[[y, z|] folgt, daR « ein
echter Teiler von f und g in k[[y, z]] ist. Das ist ein Widerspruch zu Korollar
133. m

Satz 3.15 Seien k ein algebraisch abgeschlossener Korper und f € kly, z]\ k.
Dann sind aquivalent:

1. 0 ist ein aufgeltster Punkt von f.
2. sof = .

Beweis. Sei zunachst 0 ein aufgeloster Punkt von f. Wenn 0 & V (f) ist,
dann ist sof = oo nach De..nition von sy,. Sei also 0 € V(f). Dann ist
f = g"h wie in (3.1). Nach Proposition 2.17 ist spg = oc. Also gibt es ein
p € G mit p(g) = yé mit é € k[[y, z]] invertierbar. Fur dieses ¢ ist dann

o(f) = p(g™h) = y"e mit e € k[[y, z]] invertierbar.
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Damit ist sq f = oo.

Sei umgekehrt sqf = co. Wenn ord f = 0 ist, dann ist 0 nach De..nition
ein aufgeléster Punkt von f. Sei also ord f > 1. Sei f = cff--- fo eine
Primfaktorzerlegung von f. Angenommen es gibt i,j € {1,...,r}, i # j,
mit ord f; > 1 und ord f; > 1. Dann konnen wir f schreiben als f = fgh
mit f,§ € k[y, 2] teilerfremd, f,§ € m und h € k[y, 2] mit ordh = 0. Mit
Propostion 2.15 ist dann aber sy f = so(fg) = oo. Das ist ein Widerspruch
zu Proposition 3.14. Also gibt es genau ein i € {1,...,r} mitord f; > 1.
Angenommen es gilt ord f; > 1. Nach Voraussetzung und Proposition 2.15
gilt sof = sofibi = oo. Nach Proposition 3.13 und Proposition 3.12 ist aber
sofibi < oo. Widerspruch. Also ist ord f; = 1 und damit 0 ein aufgeloster
Punkt von f. m

3.4 Aufblasung eines Punktes

Wir erklaren zunachst, was wir unter der Aufblasung des Nullpunktes im
A? verstehen. Durch eine Translation in A? ist dann die Aufblasung eines
beliebigen Punktes de..niert.

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Bezeichne k[y, z] den adnen
Koordinatenring und (a,b) € k* (versehen mit der Zariski-Topologie) die
abgeschlossenen Punkte des A?. Wir betrachten zwei weitere a¢ne Raume
U, = A? bzw. U, = A2%. Seien

7 Uy — A% (a,b) — (ab, b) bzw.

Ty 1 Uy — A% (a,b) — (a,ab).
Die zu 7; bzw. 7, gehdrigen Abbildungen m; bzw. 75 auf k[y, z] sind dann

- k[ya Z] - k?[y,Z],f(y,Z) — f(yZ,Z) bzw.
T @ k[ya Z] B k[y>z]>f(y>z) — f(yayz)'

Wir de..nieren die oeenen Mengen

Ups = {(a,b) € Uy mit a # 0} = Uy \ V(y) bzw.
Usy = {((L, b) e Uy mit b 7& O} =0, \ V(Z)

und die Abbildungen

Blg : U12 e Ugl, (a,b) — ((Lb, 1/&)
Bgl . U21 — U12, (a,b) [ (]_/b, (lb)



KAPITEL 3. AUFLOSUNG VON KURVENSINGULARITATEN 49

Dann ist
;ngilgl = Id und ;Lglillg = Id, (32)

und wir haben folgendes kommutatives Diagramm:

hia
Uis - Uan
U ho1 U
U1 U2
77&\ %2
AQ

Bezeichne T' = U, LIU, die topologische Summe von U; und U, (d.h. T ist
als Menge die diskjunkte Vereinigung der beiden Mengen U; und U,. Eine
Teilmenge von T ist ocen genau dann, wenn ihr Durchschnitt mit U; bzw.
U, omen ist). Wir setzen Uy; = U; bzw. Uy = U, und

?LH =1id: U11 — U11 bzw. 77122 =1d : U22 — U22. (33)

Damit kénnen wir eine Aquivalenzrelation ~ auf 7' de..nieren. Wir sagen ¢
und u aus T sind aquivalent, wenn ¢ € U;;, u € Uj; und u = Bij(t) fir ein
i bzw ein j aus {1,2}. Mit (3.2) und (3.3) erkennt man, dal ~ tatsachlich
eine Aquivalenzrelation ist.

Wir schreiben nun W’ = T'/ ~ fir den Quotientenraum (d.h. die Menge
der Aquivalenzklassen versehen mit der Quotiententopologie) und p : T —
W' fir die kanonische Abbildung. Dann ist W’ eine reguldre Varietat, die,
wie man sagt, durch das Zusammenkleben von U; und U, entsteht. Wir
nennen W' die Aufblasung des Nullpunktes von A2. Uber die kanonische
Abbildung kénnen wir U; bzw. U, mit den in W’ osenen Mengen p(U;) bzw.
p(Us) identi..zieren. Es ist W = p(Uy) U p(Us).

Die Abbildung 7 : W/ — A% mit

#(w) = 7 (w) wennw € Uy
W)= To(w) wenn w € Uy

ist wohlde...niert, da das obige Diagramm kommutativ ist.
Proposition 3.16 Fur 7: W' — A% und E = 7 1(0) gilt:

() ENU =V(z) baw. ENU; = V(y).
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(i) E ~ P
(iii) 7 : W'\ E — A%\ {0} ist ein Isomorphismus.

Beweis. Die Behauptung (i) ist klar nach De...nition von 7.
zu (ii): Man pruft leicht nach, daR die Abbildung ¢ : £ — P! mit

_ (a:1) wenne=(a,0) € ENU;
90(6)_{ (1:b) wenne=(0,0) e ENU,

wohlde..niert und bijektiv ist.

zu (iii): Sei w € (W' \ E)NU;. Dann ist w = (a,b) mit b # 0. Also ist
7(w) = (ab,b) € A%\ {0}. Analog schlieRt man fur w € (W' \ E) N Uy. Wir
de..nieren ¢ : A%\ {0} — W'\ E durch

v _ | (a/byb) e U1\ E wennae A%\ V(z)
(a) = { (a,b/a) € Uy \ E wenn a € A%\ V(y).

Die Abbildung ist wohlde..niert, denn fiir ein (a,b) € A?\ V(yz) ist
hiz2(a/b,b) = ((a/b)b,1/(a/b)) = (a,b/a).
Weiters sind g7 = Id auf W'\ E bzw. 7o = Id auf A%\ {0}. =

Wir nennen E den exzeptionellen Divisor von 7 : W' — A2

3.5 Total- und Strikt-Transformierte

Seien f € kly, 2] \ k,

und 0 € C = V(f), dh. o = ordf > 1. Wir Uberlegen uns, wie das

Urbild von C unter 7 aussieht. Dazu berechnen wir 771(C) in U; bzw. Us.
Bezeichne

f*:f*(yaz) :ﬂ—l(f):f(yzaz)

bzw. f; = m(f) = f(y,yz). Wir fuhren alle folgenden Uberlegungen nur fiir
f*und U; aus. Fur f5 und U, gelten die analogen Aussagen. Es gilt

7 HO)N U = {a = (a1, a) € Uy mit 71(a) = (araz,as) € C} =
= {a € Uy mit f(ayaz,as) =0} = V(f*).
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Man nennt 7-*(C) c W’ die Total-Transformierte von C' bzw. f* die Total-
Transformierte von f. Wir kdnnen f* zerlegen in

fr=flyz2) =) cay™ 2t = (3.4)

a
_ Zozcayalza1+agfo _ Zof/(y, Z) _ Zofl.
@

Dann ist
V() =VEf)=VE)UV(f)=(ENU)UV(S)

Wir nennen f’ die Strikt-Transformierte f.
Um die Primfaktoren von f’ zu untersuchen, tberlegen wir uns zunéachst,
dalR f’ nicht durch z teilbar ist. Wir schreiben

f:fo+fo+1+"'+fdmitd:degf

als Summe von homogenen Polynomen. Dann ist

f* =1z 2) = folyz, 2) + forr(y2z, 2) + - + falyz, 2) =
= 2°(fo(y, 1) + 2for1(y, 1) + - + 297 fa(y, 1)) = 2°f

mit f,(y, 1) # 0, also z 1 f’. Aus dieser Darstellung der Strikt-Transformierten
von f folgt

Proposition 3.17 Es gilt
(ENU)NV(f)=V(z)nV(f) =A{(t0) mit fo(t,1) = 0}.

Inshesondere ist diese Menge endlich.

Proposition 3.18 Sei (f) # (z) und f irreduzibel bzw. reduziert. Dann ist
auch f’ irreduzibel bzw. reduziert.

Beweis. Angenommen [’ ist reduzibel, d.h.
f'=ghmitg h € kly, 2]\ k.
Wenn wir nun y/z flr y einsetzen, ist mit (3.4)

f=29(y/z 2)Wy/z, 2).
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Indem wir diese Gleichung mit einer genligend hohen Potenz von z multipli-
zieren, ist

Z"f = 2°Gh mit n € Ng und g, h € k[y, 2].

Da § und & jeweils einen Primfaktor ungleich z besitzen (sonst wére f’ durch
z teilbar), folgt ein Widerspruch zur Irreduzibilitat von f. Eine &hnliche
Argumentation zeigt auch, daf die Reduziertheit von f die Reduziertheit
von f’ impliziert. m

Sei o/ = (t,0) € E N U;. Uns interessiert die Invariante i, f' von f' im
Punkt a’. Nach De..nition ist

ia/f/ = ZOf/(y + ta Z) = iov(fl)
mit
v kly, 2] — kly, 2]

dem zu v = (y + t, z) gehdrigen Einsetzungshomomorphismus (v ist nur auf
dem Polynomring de..niert!). Es gibt aber eine flr unsere Zwecke gunstigere
Mdglichkeit i,/ f' zu berechnen. Sei dazu

w: kly, z] — kly, z] mitw = (y + tz, 2).
Proposition 3.19 Dann ist
kly, 2] = kly, 2]

kly, 2] =5~ kly, 2]
kommutativ, und es gilt
Fly+t.z)=v(f) =w(f) = fly+iz,2)
(vgl. Proposition 3.25).
Beweis. Das obige Diagramm kommutiert, denn
vmi(y) = v(yz) = yz +tz = m(y + tz) = mw(y)
und
vy (2) = 2z = mw(z).
Aus der Kommutativitat (und da ord w(f) = o) folgt dann
20(f) = v(2°f") = vmi(f) = muw(f) = 2"w(f)".
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3.6 Invarianten fallen bei Aufblasung

Seien k ein algebraisch abgeschlossener Korper, f € kly,z] \ & und 0 ein
nicht aufgeloster Punkt von f. Wir betrachten die Aufblasung des Null-
punktes im AZ. In diesem Abschnitt zeigen wir, daB die Invariante der Strikt-
Transformierten von f in jedem Punkt des exzeptionellen Divisors kleiner als
die Invariante von f im Nullpunkt ist, also dal3 i, f* < iy f fur alle o’ € ENU;
gilt.

Sei ' = (t,0) € ENU,. Bezeichne I; den zu I; = (y + tz, z) gehorigen
Substitutionshomomorphismus. Dann ist mit Proposition 3.19

i f = ioli(£) = (ord (£ soli()). (35)

Wir konnen also, um die Invariante von f’ in jedem Punkt von £ N U; zu
untersuchen, auch ord [;(f)" bzw. sol;(f)’ fur t € k betrachten. Wir werden
dies im folgenden gleich fiir eine beliebige Potenzreihe tun. Um die Invariante
in jedem Punkt des exzeptionellen Divisors zu kennen, missen wir auch noch
io f5 untersuchen.

Seien R bzw. R’ Potenzreihenringe in zwei Variablen tber einem Korper
k und y = (y, z) ein regulares Parametersystem von R bzw. R'. Sei f € R
mit f #0, 0o=ord f > 1 und

Z Cay™ 22, (3.6)

Seien weiters m : R — R’ bzw. 7 : R — R’ die zu m = (yz, z) bzw.
7o = (y,yz) gehorigen Substitutionshomomorphismen. Bezeichne

ff=m(f) = fyz,2) anyo‘l ez —
e = ) =

und
f3 =m(f) = f(y,y2) =y f-
Mit diesen Bezeichnungen folgt
Proposition 3.20 Es gilt:
() Ay(f) = {(o1, 1 + a2 — 0) Mit (a1, a2) € Ay (f)}-
(i) ord f’ < o.
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Beweis. zu (ii): Sei o € Ay (f) mit oy +az = o, dannist oy +(a; +az—o) < o.
Alsoistord f' < o0. m

Proposition 3.21 Sei s(f) = o. Dann sind ord;(f) < o fUr jedes t € k
und ord f} < o.

Beweis. Fir jedes ¢ € k gibt es ein a € Ay(l;(f)) mit a; + a = o und
a # (0,0) (sonst ware s(f) > syl:(f) > 0). Fur dieses « ist dann a; + (a1 +
az —o0) = a; < o. Also folgt, da (a1, a1 +az — o) € Ay(f'), die Behauptung.

AuBerdem gibt es einen Term c,y*' 2% von f mit ay + as = o und o #
(0,0) (sonst ware s(f) > syp(f) > o mit p der Vertauschung von y und z),
und damit ist auch ord f; < 0. =

Proposition 3.22 Seien s(f) > ound y = (y, z) ein regulares Parameter-
system von R so, daB s, f > o. Dann sind ord[;(f) = 0 fur ¢t € k, t # 0,
und ord(f}) = 0.

Beweis. Wie im Beweis zu Lemma 2.10 erkennt man, daB in /;(f) der Koef-
..zient von z° nicht Null ist. Also ist ord,(f) = 0. Da f, = cy°, ¢ # 0, ist
auch ord(f5) =0. m

Proposition 3.23 ord f’ < o genau dann, wenn s, f < 2o.

Beweis. Angenommen s = s, f > 20. Sei a € Ay(f). Dann ist
f0(1 + Qo Z S
o
und damit
201 + ag > 20 bzw. a3 + (a1 + @z — 0) > o.

Also folgt mit Proposition 3.20, daf ord f* > o. Wenn s, f < 20, dann gibt
esein a € NPy,(f), a # (0,0), mit

(o]0 %))
< 20.

o0—

FUr dieses « ist dann a; + (a1 + as —0) < o, alsoist ord f' < 0. =

Wir erinnern an eine Notation von Abschnitt 2.3, die wir im folgenden
verwenden. Seien f wie in (3.6) und t € R, ¢t > 0. Dann schreiben wir

. Lt
F, = anya fur o mit o +op=1 bzw.

. L b
Fo = anya fur o mit 5041 4+ ag > t.

e
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Proposition 3.24 Sei oo > s, f > 20. Dann ist (siehe Abbildung 3.6)
syf' = syf —o.

Beweis. Seien s = s, f und s' = s — 0. Nach der vorherigen Proposition und
Propostion 3.20 ist o = ord f’. Wir zerlegen f in

f:FS+F>S'

Sei c,y*1 22 ein beliebiger Term von F; mit a # (0,0). Dann ist

[(0/6%)
=3
0 —
und deshalb
o(ar + ag — o) 0y ,
0 — o0 — 0
Also ist

/
qu + (Oq + oo —0) = S,.

Fur einen Term ¢,y 2*2 von F., mit ay < o ist

009

> 3,
0 —

und damit folgt wie zuvor

/
!/

;a1+(oz1+oz2—o)>s.
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Wenn a4 > o ist, dann gilt diese Ungleichung trivialerweise. Also kénnen wir
f' zerlegen in
f'=Fy+ FL,.

Mit Proposition 2.6 folgt die Behauptung. =
Proposition 3.25 Sei [ der zu | = (y + g,z) gehorige Substitutionshomo-

morphismus mit g € zk|[[z]]. Sei m der zu m = (y + zg, z) gehorige Einset-
zungshomomorphismus. Dann ist

R R
T T
R—=—R
kommutativ, und es gilt
() =m(f).

Beweis. Nachrechnen, analog zum Beweis von Proposition 3.19. m

Lemma 3.26 Seien oo > s(f) > 20 und y = (y, z) ein reguléres Parame-
tersystem von R so, dafl s,f = s(f). Dann wird s(f’) durch y = (y,2)
realisiert, d.h.

s(f') = syf"

Beweis. Angenommen s(f’) > s, f' = s'. Dann gibt es ein [ € L' und ein
p € P' mit sylp(f') > s'. Wenn s’ > o, dann ist p die Identitat. Wenn s’ = o
und p die Vertauschung von y und z ist, dann folgt, da f’ y—allgemein der
Ordnung o ist, mit Satz 2.13, dal

p(f") = ey + dz)° + G, mit ¢,d € k, ¢,d # 0.
Also ist
f=cd(y+ dilz)o + é>o.

Wir kénnen daher annehmen, dal} p die ldentitat ist. Mit m wie in der
vorherigen Proposition folgt
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Dann ist sy,m(f) > 2o (sonst wére nach Proposition 3.23 ord(f’) = ord I(f') =
ordm(f)" < o). Mit Proposition 3.24 folgt dann

s(f) —o=5 <syl(f) = sym(f) = sym(f) — o < s(f) — o,

also ein Widerspruch. m

Satz 3.27 Seien f em, f #0, o=ord f und co > s(f) > 20. Dann ist
s(f') = s(f) —o.
Beweis. Klar nach dem vorherigen Lemma und Proposition 3.24. =

Wir wenden jetzt die obigen Ergebnisse auf die Situation am Beginn dieses
Abschnittes an. Seien also % ein algebraisch abgeschlossener Korper, f €
kly,z] \ k, o = ord f und 0 ein nicht aufgeldster Punkt von f. Wenn sqf = o
ist, dann ist mit (3.5) und Proposition 3.21

io f < iof furallea’ € ENU,.

Weiters gilt iof; < igf. Sei nun o < sof. Nach Satz 3.15 ist sof < oc.
Daher kénnen wir mit Satz 2.20 annehmen, dall nach einem polynomialen
Koordinatenwechsel s,f = s, f gilt. Proposition 3.22 zeigt, daf es genugt,
iof und igf zu vergleichen. Wenn sy f < 20 ist, dann ist nach Proposition
3.23 ord f' < ord f und damit iof’ < igf. Sei sof > 20. Dann ist ord [’ =
ord f und mit dem vorherigen Satz sof’ = sof — o0 < sof. Also gilt wieder
iof" <iof.

Zum Abschlul} deuten wir noch an, wie mit den bisherigen Ergebnissen
bewiesen werden kann, dal3 durch eine endliche Folge von Aufblasungen von
Punkten die singularen Punkte einer “ebenen” algebraischen Kurve aufge-
Iost werden konnen. Seien £ ein algebraisch abgeschlossener Korper und
f € kly,z] \ k. Nach Proposition 3.10 gibt es nur endlich viele nicht auf-
geloste Punkte von f. Sei a ein nicht aufgeldster Punkt von f. Nach einer
Translation in A% kénnen wir annehmen, daR a der Nullpunkt ist. Wir bla-
sen den Nullpunkt auf. Proposition 3.17 besagt, daf in nur endlich vielen
Punkten des exzeptionellen Divisors die Ordnung der Strikt-Transformierten
groRer als Null ist. Sei o’ € E ein solcher Punkt. Wenn «’ ein aufgeldster
Punkt der Strikt-Transformierten ist, dann sind wir fertig. Sonst ist nach
obiger Uberlegung die Invariante der Strikt-Transformierten in o’ kleiner als
die Invariante von f im Nullpunkt. Durch Induktion tber die Invariante (vgl.
Abschnitt 3.2) folgt die Behauptung.
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